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Введение 
 

Известно, что деформации насыщенных пористых 
сред, как правило, приводят к ухудшению их коллекторских 
свойств, что ведет к снижению добычи нефти и газа. Одна-
ко ползучесть матрицы пласта приводит к релаксации 
напряжений давления и гидродинамических параметров, 
что увеличивает время развития воронок депрессии в 
скважинах.  

Если процессы фильтрации в обычных поровых кол-
лекторах изучены достаточно хорошо, то закономерности 
движения жидкости в деформируемых средах находятся в 
стадии их углубленного исследования. 

Рассмотрению различных аспектов этой проблемы 
посвящены многочисленные работы как отечественных, так 
и зарубежных исследователей. Вместе с тем, целый ряд ее 
принципиальных положений требует своего усовершенство-
вания. В частности, недостаточно исследованы вопросы, 
связанные с более полным учетом реальных факторов, вли-
яющих на развитие гидродинамической обстановки в под-
верженном деформации коллекторе и массоперенос насы-
щающих его флюидов. Поэтому при проектировании разра-
ботки нефтегазовых месторождений необходимо учитывать 
влияние всех указанных факторов на динамику филь-
трационного потока.  

При эксплуатации нефтяных месторождений, сложен-
ных слабоцементированными и рыхлыми породами, вместе 
с извлекаемой жидкостью в скважину поступает песок. 
Поступление разрушенной породы осложняет и нарушает 
нормальный режим работы скважин. Оно приводит к 
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образованию песчаных пробок в скважинах, преждевремен-
ному износу и выходу из эксплуатации скважинного обору-
дования. 

Вынос большого объема песка из пласта обуслов-
ливает образование каверн в призабойной зоне пласта, что 
при достижении критических размеров сопровождается 
обвалами вышележаших пород и деформациями, приводя-
щими к выходу скважин из эксплуатации. 

Важнейшей проблемой рациональной эксплуатации 
месторождений, сложенных слабоцементированными и 
рыхлыми породами, является предотвращение поступления 
песка из пласта в скважину. В связи с этим, возникает 
необходимость разработки технических средств и техно-
логических процессов, увеличивающих межремонтный пе-
риод работы и срок службы пескопроявляющих скважин. 

Так как при эксплуатации пескопроявляющих скважин 
в призабойной зоне пласта (ПЗП) образуются дилатансион-
но-пластические зоны, где разрушается скелет породы и 
выносится песок, чтобы выбрать способ крепления ПЗП, 
необходимо определить параметры этих зон. 

Как известно, технологический режим работы скважи-
ны, эксплуатация которой сопровождается выносом песка, 
определяется при условия максимально возможного ограни-
чения твердых фрагментов пласта в стволе скважины. По-
этому этот режим должен обеспечивать постепенную наг-
рузку скважины и её работу с минимальными скоростями 
фильтрации. На практике это достигается постепенным уве-
личением дебита до некоторого максимального значения, 
при котором вынос песка находится в допустимых преде-
лах. В связи с этим изучение механизма развития упруго-
пластических зон вокруг эксплуатационной скважины, 
определение порового давления вдоль пласта и выноса объ-
ема разрушенных твердых пород в скважину при разработке 
слабоцементированных месторождений со сложными рео-
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логическими свойствами представляют актуальность и име-
ют большой практический интерес. 

Настоящая работа посвящена изложению целого круга 
задач. Выполнен комплекс аналитических и численных 
исследований по совершенствованию математического 
моделирования пластовых систем, предложены расчетные 
схемы (и алгоритмы) для их практического использования 
при решении задач разработки пластов с деформируемыми 
терригенными коллекторами. 
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Глава I. 
СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ИССЛЕДОВАНИЙ       
ПО МАТЕМАТИЧЕСКОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ 
ВЛИЯНИЯ ДЕФОРМАЦИИ ГОРНЫХ ПОРОД НА 
ФИЛЬТРАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЗАЛЕЖАХ 

НЕФТИ  И  ГАЗА 
 
 В последние годы открыто и осваивается значитель-
ное число нефтяных залежей с осложненными физико-гео-
логическими условиями. Влияние этих осложнений на тех-
нологические решения велико и необходимость учета на 
всех стадиях разработки очевидна. В первую очередь, этим 
осложнениям относятся аномальные термодинамические 
условия в залежах на больших глубинах. 
 Опыт разработки нефтяных залежей подтверждает, 
что при понижении пластового давления существенно воз-
растает эффективное давление, величина которого может 
быть весьма существенной. При разработке залежей с ано-
мально высоким пластовым давлением наблюдается более 
значительное изменение эффективного давления. При пони-
жении пластового давления отмечается большой диапазон 
колебания между текущим эффективным и начальным дав-
лениями на глубине залегания. При экспериментальных 
исследованиях образцов горных пород отмечено, что 
породы, приуроченные к зонам развития аномально высо-
ких пластовых давлений (АВПД), как правило, проявляют 
меньшие прочностные характеристики и небольшую спо-
собность к деформированию по сравнению с аналогичными 
породами из интервалов разреза без АВПД. Это подтверж-
дают и промысловые наблюдения. С ростом глубины зале-
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гания продуктивных пород, т.е. с увеличением горного дав-
ления - Рг  эффективное давление также возрастает. 
 Основные параметры, характеризирующие прочност-
ные свойства пород, являются функциями эффективного 
давления. При достижении уровня напряженного состояния 
предел прочности и текучести приводит к возникновению 
необратимых изменений пористости и проницаемости. В 
этом случае для описания деформационного поведения по-
роды-коллектора уже не достаточно применения только 
упругих констант материалов, слагающих эти породы. 
 Задачи фильтрации флюидов в условиях линейно-уп-
ругой и нелинейно-упругой деформации горных пород в 
нефтяных и газовых пластах достаточно подробно были ис-
следованы в работах Л.С.Лейбензона, В.Н.Щелкачева, 
М.Маскета, Ю.П.Желтова, М.Т.Абасова, Э.Х.Азимова, 
Г.И.Джалалова, К.Н.Джалилова, С.Н.Закирова, А.М.Кулиева, 
А.М.Дунямалыева, В.А.Черных, В.Н.Николаевского, К.С.Бас-
ниева, А.Т.Горбунова, Е.С.Ромма, Р.Г.Исаева, Н.П.Лебе-
динеца, Г.А.Зотова, Г.И.Баренблатта, А.П.Крылова и др. 

Первые научные результаты в теории упругопласти-
ческого режима фильтрации были получены Г.И.Баренблат-
том и А.П.Крыловым в 1955 г. [22]. Несколько позднее 
Ю.П.Желтовым были проведены обширные теоретические 
исследования деформации горных пород и механического 
взаимодействия продуктивного пласта с потоком пластовых 
флюидов в рамках упругого и упруго-пластического ре-
жима фильтрации. Для рассматриваемой области явлений 
им был предложен новый термин «механика нефтегазо-
носного пласта» [49].  
 А.Г.Горбунов [27] обратил внимание на создание 
обобщенной теории фильтрации с учетом необратимых 
изменений упомянутых параметров. В этом направлении 
проведены многочисленные теоретические и эксперимен-
тальные исследования, которые привели к новому расчет-



Г.И.Джалалов, М.А.Дунямалыев, М.Г.Ханбабаева  

 8 

ному методу определения технологических показателей раз-
работки месторождений. 
 При эксплуатации скважин начальное пластовое 
давление уменьшается. Падение давления в поровом прос-
транстве приводит к увеличению эффективных напряжений 
в скелете пласта и при определенных условиях происходит 
перемещение частиц скелета, которые инициируют измене-
ние его структуры. С одной стороны, фильтрация жидкости 
в зависимости от поведения пористой среды может проис-
ходить как при упругих деформациях, так и при жестко-
пластических и упруго-пластических деформациях. С 
другой – степень остаточной деформации также зависит от 
состава жидкости, насыщающей пористую среду. 
 При разрушении насыщенных пористых сред, веду-
шую роль играют эффективные напряжения. По мнению 
Терцаги К. все измеримые эффекты изменения напряжений, 
такие как сжатие, искажение формы и изменение сопротив-
ления сдвигу происходят исключительно благодаря измене-
нию эффективных напряжений. 
 Известно, что горные породы в отличие от твердого 
тела обладают свойством дилатансии. Поэтому реальные за-
коны деформации глубинных пластов требуют построения 
более сложных реологических моделей горных пород. Од-
нако общий анализ процессов деформирования наталкива-
ется на значительные трудности и исследователи прибегают 
к поискам различных возможных упрощений в постановке и 
решении конкретных задач. 
 Классические задачи об устойчивости или ограни-
ченном равновесии исследовались на основании модели 
жесткопластического материала, свойства которого опреде-
лены единственным значением предела прочности. Поэтому 
с целью адекватного описания реальной ситуации далее 
предлагается использовать более сложную упруго-пласти-
ческую модель, в которой предельное состояние является 
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как функцией модуля деформации, так и функцией предела 
прочности [82]. Однако деформирование реальных горных 
пород (исключая очень рыхлый песок в испытаниях с дре-
нажем) после достижения точки разрушения продолжается 
при уменьшающемся напряжении, т.е. происходит умень-
шение предела прочности при возрастании деформации до 
тех пор, пока напряжение не установится на некотором 
конечном или остаточном уровне [83]. Здесь главной проб-
лемой является формулировка адекватных определяющих 
законов деформирования. Действительно, деформирование 
гранулированных горных пород происходит при взаимном 
проскальзывании зерен, а большому пиковому значению 
напряжения сопутствует хрупкое разрушение. Впервые такое 
исследование было выполнено D.Drucker’ом, W.Prager’ом, 
согласно которому с использованием пластического потен-
циала, было получено соотношение между деформациями и 
напряжениями. С математической точки зрения предложен-
ная ими модель, так называемый ассоциированный закон, 
совместно с условием Мора-Кулона, вполне удобна для изу-
чения полей скорости и напряжения. Из ассоциированного 
закона следует очень важный вывод: пластические деформа-
ции должны сопровождаться увеличением объема. Это 
свойство известно под названием дилатансии [69]. Законо-
мерность расширения упруго-пластических зон в таких поро-
дах вокруг выработки исследована в [96]. Показано, что в 
зависимости от значения главного напряжения вокруг неё 
могут возникнуть максимум три пластические зоны.   

В работе [14] рассматривается возникновение и рас-
ширение пластической зоны вокруг действующей скважины 
в пласте, подчиняющейся условию текучести Мизеса-Гу-
бера-Шлейхера и ассоциированному закону деформации. 
Получены аналитические соотношения между радиусами 
пластических зон параметров пласта и дебита скважины. В 
[66] рассмотрены вопросы влияния порового и горного 
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давлений на устойчивость призабойной зоны действующей 
скважины. Отметим, что неровное горное давление приво-
дит к локализации пластического разрушения пород [36], 
приводящих к просадке дневной поверхности территории 
месторождения. 
 В теории пластичности обычно считается, что линии 
скольжения касательного разрыва служат характеристиками 
полей скоростей. В модели Друккера-Прагера показано что 
из-за дилатансии на этой характеристике скачку каса-
тельной скорости всегда сопутствует скачок нормальной 
скорости. Если представить скачкообразную зону в виде 
полосы малой ширины, то эта зона должна непрерывно рас-
ширяться. Однако этот результат связан не с ассоцииро-
ванным законом, а с эффектом дилатансии.  
 Скорость дилатансии в переходной зоне по мере 
пластической деформации убывает и расширение этой зоны 
постепенно прекращается. 
 Проведенные качественные рассуждения и экспе-
риментальные расчеты A. Bishop’a показывают, что по мере 
роста пластической деформации плотной горной породы 
ослабляется сопротивление сдвигу и убывает угол внутрен-
него трения. Пористые скальные породы, находящиеся под 
внешним горным давлением, дилатируют по мере их упру-
гого деформирования перед разрушением и наблюдается 
распространение трещины.  

Для сыпучих сред внутренние силы незначительно 
влияют на их механическое поведение. Такая категория 
сред включает в себя песок, крупный ил, гравий и дроб-
леную горную породу. Названные среды отличаются от 
других пород также и тем, что все образцы обладают за-
метной дилатансией при сдвиге и при большом падении 
порового давления [70, 90]. Проведенные испытания пока-
зывают, что для определения условий разрушения необхо-
димо знание всех трех компонентов главных эффективных 
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напряжений. При известных наибольшего, среднего и наи-
меньшего главных эффективных напряжений предложены 
основные условия разрушения [83]. A.Bishop провел испы-
тание при плоском деформировании и обосновал условия 
разрушения [82]. 
 При оценке упругопластического массива в окрест-
ности скважины необходимо учитывать состояние окру-
жающих горных пород как материала с изменяющимся в 
процессе нагружения физико-механическими свойствами. 
Если на некотором достаточном удалении от скважины по-
родный массив является практически сплошным и его 
можно считать подчиняющимся линейному закону Гука, то 
по мере приближения к скважине породы находятся в 
разрыхленном состоянии, причем степень разрыхления тем 
больше, чем меньше расстояние от контура скважины до 
рассматриваемой точки. Максимальное разрыхление наблю-
дается на самом контуре.  

Развитие систем трещин в данной области происхо-
дит постепенно и не приводит к полному разрушению 
элементарного объема пород. 

Эксплуатация залежей, продуктивная толща которых 
сложена слабосцементированными и рыхлыми породами, 
осложняется размывом, разрушением и выносом пород из 
призабойной зоны скважины. Поступление разрушенной 
породы осложняет и нарушает нормальный режим работы 
скважин. Оно приводит к образованию песчаных пробок в 
скважинах, преждевременному износу и выходу из эксплуа-
тации внутрискважинного оборудования. В то же время 
вынесенная на поверхность разрушенная порода, оседая в 
трубопроводах и резервуарах, создает значительные техно-
логические трудности и дополнительные затраты. 

В процессе фильтрации происходит изменение по-
ристости и проницаемости в зависимости от пластового 
давления и выноса песчинок со временем. 
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Количество выносимого песка зависит от скорости 
фильтрации жидкости.  

В работе А.Т.Горбунова [27] даны четыре схемы вы-
носа песка при различных режимах фильтрации жидкости в 
процессе разработки нефтяных месторождений. 
 После разрушения скелета пласта в скважину начи-
нают интенсивно поступать твердые фрагменты. В началь-
ной стадии нагружения скелета вокруг эксплуатационной 
скважины возникает упругопластическая деформация и 
происходит интенсивный вынос твердых пород. За этой зо-
ной пласт находится в упругом напряженно-деформирован-
ном состоянии, с понижением забойного давления упругая 
зона уменьшается. По азербайджанским и западно-сибир-
ским месторождениям установлено, что при прочих равных 
условиях и резком увеличении депрессии вынос песка рас-
тет значительно быстрее, чем при медленном достижении 
той же депрессии. Этот факт объясняется разными схемами 
и подробно изложен в книге [27]. Например, в Малго-
бекском месторождении при начальном пластовом давле-
нии 43 кг/см2 скважины вступили в эксплуатацию с 
дебитами 50-70 тон/ сутки при депрессиях 10-15 кг/см2. В 
течение 2-3 лет пластовое давление упало до 20 кг/см2 и 
одновременно отмечался усиленный вынос песка и образо-
вание пробок. При освоении Астраханского и Ахтырско-
Бугундырского месторождений исследователи, также столк-
нулись с резким выносом песка, что свидетельствует о том, 
что весь песчаник пласта уже превратился в песок. Вынос 
песка вместе с жидкостью проявляется не только на многих 
нефтяных месторождениях, но и на газовых месторожде-
ниях. Как утверждалось в работе В.В.Масленникова и 
В.С.Ремизова, течение песка происходит лишь по тонкому 
рыхлому прослою. Такие слои на практике могут быть 
выделены с помощью сейсмических или радиометрических 
методов. 
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 Возможная причина пескопроявления из пласта 
объясняется пульсационным режимом работы и возникаю-
щими при этом высокочастотными малоамплитудными вол-
нами, приводящими к усилению концентрации напряжений 
вокруг скважин. Исследования, проведенные А.Ф.Лебедо-
вым, показывают, что разрушение призабойной зоны сква-
жины связано с плавным состоянием сыпучих сред.  
 Влияние реологических свойств горных пород, в т.ч. 
вязкоупругих, идеально пластичных, вязкопластичных, уп-
руго-вязкопластичных и наследственных, на процессы 
фильтрации было исследовано в работах Р.Г.Исаева и 
В.А.Черных. 
 В работах В.А.Черных предложены новые матема-
тические модели, позволяющие рассчитывать в рамках 
линейной теории упругости сложные напряженные состоя-
ния пласта-коллектора и массива окружающих горных 
пород при любом распределении давления флюида по 
объему залежи произвольной формы [98]. 

Большая заслуга в создании научных основ геоме-
ханики процессов разработки нефтяных и газовых место-
рождений принадлежит В.Н.Николаевскому [68,73]. В рабо-
тах В.Н.Николаевского поставлены проблемы геомеханики 
процессов разработки месторождений нефти и газа и в 
определенной степени решены на современном научном 
уровне. В первую очередь это касается анализа уравнений 
механики горных пород с учетом дилатансии, нестацио-
нарных движений насыщенных пористых сред, упругого и 
неупругого режима фильтрации, динамического воздей-
ствия на пласт с целью увеличения нефтеотдачи. Одним из 
первых В.Н.Николаевский совместно с Т.К.Рамазановым 
исследовали напряженно-деформированное состояние плас-
та-коллектора с учетом механического взаимодействия его с 
массивом окружающих горных пород. Развивая далее эти  
работы Т.К.Рамазанов решил ряд задач нелокально-упруго-
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го режима фильтрации с учетом неупругости горных пород 
[75-78]. 
 Влияние дилатансии на проницаемость породы 
выражается в том, что при одноосном сжатии проницае-
мость образца вначале уменьшается, затем увеличивается с 
появлением микротрещин и, наконец, уменьшается при 
необратимом уплотнении породы. Математические модели 
влияния дилатанции на процессы добычи нефти и газа 
впервые были разработаны В.Н.Николаевским.  
 Дальнейшее исследование фильтрации в первона-
чально неуплотненных горных породах показало, что во 
многих случаях представление о кусочно –линейной дефор-
мации не описывает точно механизм фильтрации в породах, 
деформирующихся по сложным реологическим законам. 
Оказалось, что необходимо учитывать то, что деформирую-
щаяся горная порода не мгновенно приходит в равновесное 
деформированное состояние, а в ней возникает явление 
релаксации. 

Так появилось представление о реологическом режи-
ме нефтяных пластов, впервые введенное Ю.П.Желтовым, и 
начало развиваться в работах  Ю.М.Молоковичам, М.Т.Аба-
совам, К.Н.Джалиловам, А.М.Кулиевам, Н.Н.Непримеро-
вам, Р.Г.Исаевам, И.М.Аметовам, К.С.Басниевам, М.А.Дун-
ямалыевам, З.А.Керимовам, М.Г.Ханбабаевой и др.  

Проведенные нами исследования показали, что 
несмотря на полученные результаты в области теории ре-
лаксационной фильтрации, имеются серьезные трудности 
при исследовании как прямых, так и обратных задач. Кроме 
того, эти исследования показали, что некоторые результаты 
и методические подходы для решения прямых и обратных 
задач релаксационной фильтрации требуют проведения 
дополнительных исследований и уточнений. Более обшир-
ный обзор исследований в этом направлении приведен в 
работах [10, 46, 47, 59, 67 и др.]. 
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В связи с тем, что с каждым годом увеличивается чис-
ло разрабатываемых трещиноватых месторождений с высо-
ким пластовым давлением, эксплуатирующихся при значи-
тельных перепадах давления, возникает необходимость 
учета реальных свойств флюидов и породы при гидродина-
мических расчетах [34]. Согласно исследованиям, проведен-
ным в работах Е.С.Роммом, Р.Г.Исаевым и др., трещинова-
тые нефтяные пласты часто расчленены регулярно ориен-
тированными системами трещин. В этом случае среда явля-
ется анизотропной и ее проницаемость зависит от густоты 
трещин, их раскрытости, ориентации и давления. 

Ряд задач по исследованию влияния анизотропии 
проницаемости терригенных и трещиноватых пластов на 
характеристики фильтрационного потока рассмотрен в [34]. 

В целом, принимая во внимание существенно произ-
вольный характер изменения функции проницаемости, ма-
тематическое моделирование неоднородных и анизотроп-
ных по проницаемости пластов остается актуальным и по 
сей день. 

Дальнейший анализ современного состояния рассмат-
риваемых проблем приводится непосредственно в соответ-
ствующих главах. 
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Глава II.  
ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗВИТИЯ ДИНАМИКИ  

ДИЛАТАНСИОННО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ ЗОНЫ         
ВОКРУГ ДЕЙСТВУЮЩЕЙ СКВАЖИНЫ  

В СЛАБОЦЕМЕНТИРОВАННЫХ НЕФТЯНЫХ          
КОЛЛЕКТОРАХ 

 
Интенсификация разработки слабоцементированных 

нефтегазовых месторождений, с одной стороны, требует 
увеличения как пластового давления, так и градиента дав-
ления, с другой стороны, приводит к интенсивному выносу 
разрушенной породы. Поэтому одной из проблем подзем-
ной гидродинамики является изучение механизма развития 
упругопластических зон вокруг действующей скважины, 
регулирования пластового давления и выноса объема по-
ступления разрушенных пород в скважину.  

Математическое моделирование процесса фильтра-
ции флюида в дилатирующих зонах вокруг скважины изу-
чены в [14, 77].  В некоторых из перечисленных работах не 
обращено внимание на скачкообразное изменение пористо-
сти на упругопластической границе. 

В данном разделе в общем виде изучаются гидроди-
намические и геометрические характеристики упругопла-
стической зоны пласта вокруг эксплуатационной скважины. 
Метод определения радиуса данной зоны может быть при-
менен при создании фильтров в скважинах и укреплении 
призабойной зоны, а  информация об объеме выноса разру-
шенной породы – для предотвращения образования пробок. 

2.1. Постановка задачи.  
Пусть в плоскорадиальном пласте мощностью h ра-

ботает одна центральная совершенная скважина с началь-
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ным радиусом а0. При мгновенной работе скважины с по-
стоянным дебитом Qf происходит развитие дилатансионно 
пластической зоны и интенсивный вынос породы с дебитом 
Qs(t) в скважину. За пределом пластической зоны пласт ве-
дет себя как линейно-упругая среда и в этой области на кон-
туре питания Rk поддерживается постоянное пластовое дав-
ление pk. Граница, разделяющая пластическую область от 
упругой R(t), значительно меньше, чем Rk. На бесконечно-
сти выполняется условие покоя, т.е. радиальное эффектив-
ное напряжение f

rrσ  и пористость m постоянны и равны на-
чальным значениям f

kσ , m0 и т.д. Требуется определить ди-
намику интенсивности выноса твердых пород пласта, ра-
диусов дилатансионно-пластической зоны и изменения дав-
ления на стенке скважины.  

Для пластической зоны уравнения неразрывности 
твердой и жидкой фаз в случае осевой симметрии имеют 
вид [14, 73, 77]:  
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Уравнения равновесия твердого скелета и движение 
жидкости с учетом скорости движения твердой фазы 
(обобщение закона Дарси) представлены ниже: 
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Кроме этого имеем дилатансионное соотношение: 
 

          2
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условие текучести Морра-Кулона в главном эффективном 
напряжений 

KN f
rr

f =− σσθθ .       (2.4) 
 
Отметим, что в системе (2.1-2.4)  m, k – пористость и 

коэффициент проницаемости пласта, pwf ,,ρ  - истинные 
плотность, радиальная скорость и поровое давление жидкой 
фазы, ,sρ v - истинные плотность, радиальная скорость 
твердой фазы, 0μ  - динамическая вязкость жидкости, 

ff
rr θθσσ ,  - радиальное и кольцевое эффективные напряже-

ния, α, ϕ - коэффициенты внутреннего трения и сцепления, 
Λ  - скорость дилатансии, 
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При этом случай Λ>0 характеризует разрыхление 
плотной матрицы пласта, Λ<0 – уплотнение рыхлой матри-
цы, Λ=0 – критическое состояние (несжимаемость среды). 

В пластической зоне ( )( )tRrta ≤≤)(  система урав-
нений (2.1) – (2.4) относительно неизвестных 

ff
rrvwpm θθσσ ,,,,,  замкнута. Здесь текущий радиус a(t) 

скважины определяется в ходе решения задачи. Плотности 
фаз являются функциями переменных:  
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В упругой зоне ∞<> )(tRRk  выполняются те же 
уравнения (2.1) – (2.2) с упругими параметрами пласта, ко-
торые замыкаются обобщенным законом Гука 
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где 2G – модуль сдвига; ep  - поровое давление в упругой 
зоне, ν,E  - модуль упругости и коэффициент Пуассона су-
хого пласта, ε  - коэффициент сцементированности матри-
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цы пласта, , e
re u  - объемная деформация и радиальные пе-

ремещения твердых частиц в упругой зоне,  
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В упругой области искомыми являются те же пара-

метры: , , ,e e em p w  , ,e fe fe
r rru θθσ σ ,  и система уравнений (2.1), 

(2.2), (2.5) для них также замкнута. 
Начальные и граничные условия: Предположим, 

что при t=0  
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На стенке скважины при r = a(t) радиальное эффек-

тивное напряжение равно нулю и задан дебит жидкой фазы 
скважины 
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На упругопластической границе r = R(t) должны вы-
полняться условия равенства значений скорости смещений, 
радиального напряжения и давления: 

 
, , ,e e

rr rr ep pϑ ϑ σ σ= = =             (2.7) 
 
в бесконечности:   
 

0, , .f
rr k km m p pσ σ= = =           (2.8) 

2.2. Решение задачи в пластической зоне 
( )( )( ) .a t r R t< <   

Сперва определим радиальную скорость твердой фа-
зы. Для этого (2.3) находим 

nrtc −= )(υ , 
Скорость стенки скважины ( )ta&  определяется скоро-

стью твердых частиц, находящихся в ней. Отсюда находим 
v(t), т.е. 

  

( )

.

,,)(

dt
da

r
a

aatc
dt
da

a

n

n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

==

υ

υ &

 

Для определения пористости используем это соот-
ношение. Уравнение сохранения массы твердой фазы (2.1) 
приводим к уравнению  
 

  ( )( ) ( )( )
,

lnln
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11
1

1

1

1

=
∂
−∂

+
∂
−∂

+

−

+

−

n

n
s

n

n
s

r
rm

a
rm ρρ  

 
общее решение которого имеет вид: 
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( ) ( ) .1 111 +++ −=− nnn
s rarfm ρ  

 
 Используя начальные условия  

 
0

0
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,
,

s s
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m m

ρ ρ

=
=

=

 

получаем  

( ) ( ) ( ) .1, 1
1
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0
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n
n

nnn
s aramarf +

−
+++ −+−= ρ  

 
Тогда решение имеет вид 
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n
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r
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0 111 ρρ .  (2.9) 

 
Отсюда, в частности, следует, что если пренебречь де-

формацией твердой фазы ( 0
s sρ ρ= ), то деформирование 

порового пространства происходит из-за дилатансионного 
течения породы 
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r
a

r
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⎥
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При этом пористость на стенке скважины 
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011 .           (2.11) 
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Полученные результаты позволяют определить поровое 
давление. 

Отметим, что зависимость коэффициента проницаемости 
от пористости принято представлять в виде (2.1, 2.7): 

 
( )0 0 ,lk k m m=        (2.12) 

 

где      ,
m

kl
α
α

=   

 
mk αα , - коэффициенты изменения проницаемости и порис-

тости. Подставляем теперь второе уравнение (2.2) и форму-
лы (2.10) (2.12 в уравнение сохранения массы жидкости 
(2.1) и предполагаем, что жидкость несжимаемая. После ин-
тегрирования этого уравнения по  r получаем: 
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где ( )Rpe – значение порового давления на упругопластиче-

ской границе ( )tR , 
 

( ) ( ) ),(12 amhatQ as υπ −−=  
         

( ) ( ) ,2 awahmtQ af π−=  
 

( ) ( )
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0 0

0 0

1

, ,

, ,

1
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R aR y
a a

rx z
a a

nn
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ρ

= =

= =

−
=

+

           (2.14) 

 
Используя предыдушие результаты по следующий схе-

ме, определим компоненты эффективных напряжений. 
Решая первое уравнение (2.2) и учитывая условие теку-

чести (2.4) при граничном условии (2.6), находим эффек-
тивные напряжения в дилатансионно-пластической зоне  
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Отсюда 
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Таким образом, получены формулы для υ , m, p, 

ff
rr θθσσ и , которые зависят  от параметров a(t), R(t), p(R).  
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Скорость w находим из закона фильтрации (2.2), где 

( )nraa /
•

=υ .   
  

2.3. Решение задачи в упругой зоне ( )r R t⎡ ⎤≤ ≤ ∞⎣ ⎦ . 
Подставляя (2.5) в первое уравнение (2.2), получаем 

уравнение для определения  e
ru  
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r
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ru

rr
e

e
r ε

ν
ν .    (2.16) 

 
решение которого находим 
 

∫++=
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R
e

e
r dp

r
s

r
crcu ρρ2

1 ,    (2.17) 

 
где ( )( ) ( )νεν −−−= 12/121 Gs ; с1, с2 – параметры интегриро-
вания.  

Определим радиальное эффективное напряжение: 
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Учитывая, что constpp ke ==  при [ )∞∈ ,kRr  находим: 
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Из (2.5) и (2.17) при граничных условиях (2.7), (2.8) оп-
ределяем напряженно–деформированное состояние пласта в 
упругой зоне при поддержании постоянного давления на 
контуре питания kR : 
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∫ (2.17) 

 
Эффективные напряжения (2.18) должны удовлетворять 

с внутренней стороны упругопластической границы усло-
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вию текучести (2.4). Отсюда имеем 
 

( ) ( ) ( )( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−−

+
=

2
1

1
2 e

ek
f

k
e

f
rr

KRppGs
N

R σσ ,   (2.18) 

 
где ee KN ,  соответствуют состоянию Λ = 0. 
 В упругой области объемная деформация и среднее 
напряжение пласта определяются с помощью формул (2.17) 
 

( )[ ],pGs
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f

ke −−
−

+= 121 σν  

 
 ( ) ( )[ ] ( )[ ] ek

f
k

fe psmpGs εσνσ +−+−−
+

= K011
3

12 .       (2.19) 

 
При малых отклонениях параметров пласта от исходно-

го состояния уравнения (2.1) линеаризуются 
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( ) 01
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∂
∂
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∂
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e
e wr
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t
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m
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m β .    (2.21) 

 
Здесь 

,mmm ′+= 0   
 

eke ppp,eee ′+=′+= 0  и т.д. 
 

Подставляя (2.19) в уравнение неразрывности твердой 
фазы (2.20) и интегрируя его, получаем 
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( )( )( ) epsmm ′+−−=′ 110 11 ββ K .    (2.22) 
 
Уравнение неразрывности жидкой фазы (2.21) с помо-

щью закона Дарси  
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и соотношения (2.22) приводится к виду 
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где 

( )( ) ,Emk,
ba 0

000
0 11

μ
νχ

χ
χ −−=

+
=   

 
( ) ( )( ) ,b ννε 2111 2 ++−=  

 
( )( ) ( )( )[ ].mmma 201100 1111 βββν +−−−−= K  

 
Таким образом, после нахождения из (2.23) ep′  полно-

стью определяются напряженно–деформированные состоя-
ния пласта, пористости, коэффициент проницаемости, ско-
рости твердой и жидкой фаз.  
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2.4. Определение интенсивности выноса твердой 
фазы породы пласта на стенке скважины. 

 
Интенсивность выноса твердой породы пласта ( )tQs  

на стенке скважины рассчитывается по (2.14) при учете 
(2.11) 
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Если воспользоваться (2.13), (2.15), (2.17) и решени-

ем (2.23), то из граничных условий (2.7) получаем 
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где 
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            Динамика развития давления p на стенке скважины 
рассчитывается по формуле (2.13), т.е. 
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 (2.28) 

 
 

Если в системе (2.24)-(2.26) заданы геометрические и 
гидродинамические параметры пласта и fQ , то она замкну-

та относительно неизвестных Ry,  и sQ . Нахождение по-
следних дает возможность вычислить ap  из (2.28). Если из-
вестно ap , то требуется решить совместно систему интегро-
дифференциальных уравнений (2.24) – (2.26), (2.28) относи-
тельно sQRy ,,  и fQ . 

 
Рассмотрим частный случай. Пусть режим работы 

скважины таков, что в упругом пласте на контуре питания 
поддерживается постоянное давление (что, например, обес-
печивается при разработке месторождения поддержанием 
давления). Тогда коэффициент продуктивности скважины 
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при длительной ее работе определяется из уравнения (2.23) 
( 0kk = )   
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 Если начальное давление в пласте постоянное, то 
при «пуске» скважины с постоянным дебитом депрессия 
для малых t будет изменяться по формуле 
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где 2t rχ >> , а для больших t  по формуле 
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Подставляя (2.29) в (2.25)-(2.28) и переходя к безраз-

мерным величинам, при малых t получим 
 

( ) ( )( ){

( ) ( ) ( )

2 1 2 1

12 1 1 1
2

nn f
e e e k

e k

dyG N y R K N
dt

N Gs p

ν ν σ

ν

⎡+ = + − − −⎣

⎛ ⎞− + − − − +⎜ ⎟⎝ ⎠

 (2.32) 

   ,
225,2

ln1
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⋅−
⎥
⎥
⎦

⎤
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

t
RA

dt
dR

t
RA
χ

        



Моделирование процессов фильтрации флюидов в пористых средах 

 33

( )

( ) ( ) ( )

;
121

2
1

,
),(1

,1
1

25,2
ln

,

11

11
0

1

Nf
a

Nef
k

e

R

y
lN

R

y
lnNs

R

y

N

lNf

y
n
KRK

NN
K

yxfx
dxyxn

yxfx
dx

m
Q

t
RRB

yxfx
dxQ

−−

−−+

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

−
=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

−
−

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

∫∫

∫

σσ

ϕ

χ

 

 
 

( )

( ) ( ) ( ) ,
,
),(1

,1
1

25,2
ln

,

1
0

0

0

ak

R

y
l

R

y
lns

R

y
e

e
lf

pp
yxxf
dxyxn

yxfx
dx

m
Q

t
R

mk
k

yxxf
dxQ

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

−
−

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

∫∫

∫

−

ϕ

χ
 

 
а при больших t 

( ) ( )( ){

( ) ( ) ( )

2 1 2 1

12 1 1 1
2

nn f
e e e k

e k

dyG N y R K N
dt

N Gs p

ν ν σ

ν

⎡+ = + − − −⎣

⎛ ⎞− + − − − +⎜ ⎟⎝ ⎠

 (2.33) 

 

2 25,784 5,784

2
7, 4291 ln 1, 283 ,k k

t t

R R

k k

R d R AA e e R
dtR R

χ χ
− − ⎫⎤⎛ ⎞ ⎪⎥+ + + −⎜ ⎟ ⎬⎥⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎦ ⎭

 



Г.И.Джалалов, М.А.Дунямалыев, М.Г.Ханбабаева  

 34

 

( )

( ) ( ) ( )
( )

25,7841

1 1
0

ln 1, 283
,

,1 1
1 , ,

k

tR
N R

f N l
ky

R R

s N n l N l
y y

dx RQ BR e
Rx f x y

x y dxdxQ n
m x f x y x f x y

χ

ϕ

−
−

+ − −

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥− + −⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫

∫ ∫

 

 

;
121

2
1

11 nf
a

Nlf
k

e

y
N

KRK
NN

K −−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

−
= σσ  

 

( ) −
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+−∫

−R

y

R

t

k
l

e
lf

ke
R
R

mk
k

yxxf
dxQ

2784,5

0

0 283,1ln
,

χ

 

 

( ) ( ) ( ) ,
,
),(1

,1
1

1
0

ak

R

y
l

R

y
lns pp

yxxf
dxyxn

yxfx
dx

m
Q −=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+

−
− ∫∫ −

ϕ  

 
где                      

( )

( )
( )

0

0

2
0

2 1
,

2 1
,

1

,

lf
l

e o

l
l e o

Q k N Gs
A

k m

Gs k
B

N k m

a
χχ

+ −
=

−
=

+

=

 



Моделирование процессов фильтрации флюидов в пористых средах 

 35

       k ap p pΔ = − . 
 
 Проведены численные расчеты замкнутой системы 
интегродифференциональных уравнений (2.24), (2.31) - 
(2.33), связывающей интенсивность объема выноса твердой 
породы sQ с радиусами пластической зоны а и R, дебитом 

жидкости fQ  и перепадом давления pΔ . Расчеты получены 
при следующих входных данных: 
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     При различных значениях fQ , для n=1,5, получен-

ные данные sQ  указаны в таблице 2.1. 
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Tаблица 2.1. 
Интенсивность объема выноса твердой породы sQ  

sQ  
t 

(час) ,Па200=fQ  ,Па300=fQ  ,Па400=fQ  

1 1,150453 2,496905 4,843087 
5 0,238364 0,535492 1,112667 
10 0,121145 0,276495 0,596275 
15 0,081554 0,187932 0,415409 
20 0,061594 0,142933 0,322034 
25 0,049545 0,11561 0,264637 

 
При n>1 существуют критические значения fkQ , в слу-

чае fkf QQ <  объем выноса твердой массы в зависимости от 
времени, быстро уменьшаясь, асимптотически стремится к 
нулю (рис. 2.1). 
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Рис. 2.1. Интенсивность объема выноса твердой породы sQ
 

 

)(tQs  
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В таблице 2.2. даны результаты изменения )(tR  и )t(pΔ  
при трех значениях fQ  и различных значениях времени. 

 Tаблица 2.2. 
Результаты изменения радиуса упруго-пластической       
границы )(tR  и  давления на стенке скважины )t(pΔ              

в зависимости от времени 
)(tR  )t(pΔ  t 

(час) 1 2 3 1 2 3 
0,05 7,27 7,20 7,12 1747369,00 2394282,00 3035677,00
1,00 7,36 7,32 7,25 2159042,00 3010101,00 3853572,00
2,00 7,38 7,35 7,28 2282965,00 3195428,00 4099426,00
3,00 7,41 7,37 7,29 2898784,00 3303845,00 4243173,00
4,00 7,43 7,38 7,31 3084111,00 3380773,00 4345126,00
5,00 7,44 7,39 7,31 3192528,00 3439893,00 4423450,00
6,00 7,45 7,40 7,32 3269456,00 3485432,00 4483765,00
7,00 7,46 7,40 7,32 3328576,00 3522413,00 4532732,00
8,00 7,46 7,41 7,33 3374115,00 3552442,00 4572486,00
9,00 7,47 7,41 7,33 3411096,00 3576828,00 4604763,00

10,00 7,47 7,42 7,33 3441125,00 3596630,00 4630968,00
11,00 7,47 7,42 7,33 3465511,00 3612710,00 4652245,00
12,00 7,48 7,42 7,33 3485313,00 3625767,00 4668325,00
13,00 7,48 7,42 7,33 3501393,00 3636371,00 4681382,00
14,00 7,48 7,42 7,33 3514450,00 3644981,00 4691986,00
15,00 7,48 7,42 7,33 3525054,00 3651972,00 4700596,00
16,00 7,48 7,42 7,33 3533664,00 3657650,00 4707587,00
17,00 7,48 7,43 7,33 3540655,00 3662260,00 4713265,00
18,00 7,48 7,43 7,33 3546333,00 3666003,00 4717875,00
19,00 7,48 7,43 7,33 3550943,00 3669043,00 4721618,00
20,00 7,49 7,43 7,33 3554686,00 3671512,00 4724658,00

Здесь   1 обозначает ,Па200=fQ  

       2 обозначает ,Па300=fQ  

          3 обозначает Па.400=fQ  
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На рисунке 2.2 (а,б) кривые 1 соответствует значе-
нию ,Па200=fQ  кривая 2 300Па,fQ− = кривая 

3 400ПаfQ− =  при n = 1,5. 
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b) 

 

Рис. 2.2 (а,б).  Изменение радиуса упругопластической 
границы (а) и   давления на стенке скважины (б)  

в зависимости от времени 
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             В этом случае фильтрация происходит в процессе 
разуплотнения породы пласта и расширения пластической 
зоны вокруг скважины.  

Однако, изначально при плотной упаковке породы 
пласта, когда вынос породы начинается после достижения 

fQ  значения fkQ  и n больше единицы, происходит разрых-

ление породы в окрестности скважины и быстрый рост sQ . 
Для указанных данных при n = 1.5, критическое зна-

чение fQ  ≈ Па450 . С уменьшением коэффициентов прони-

цаемости критическое значение fkQ  увеличивается и при 

0k  = ,м103 213−⋅  ek  = ,м10 213−  fkQ  становится равным ≈        

≈ Па103 . 
Отметим, что продолжительность перепада давления, 

интенсивность выноса породы )(tQs , расширение пластиче-
ской зоны во времени зависят от режима работы скважины. 
Поскольку при заданном распределении давления в упругой 
зоне процесс фильтрации со временем переходит в стацио-
нарное состояние, то ),t(Qs )(tR и )t(pΔ  тоже переходят 
( )t(pΔ равно p(t)) в это состояние (рис. 2.2). 

Связь между sQ  и fQ  показана на рис. 2.3. В случае 
n < 1 пористость пласта сначала велика, но при фильтрации 
происходит уплотнение разрыхленной породы, приводящее 
к уменьшению пористости и коэффициента проницаемости, 
а также к сужению пластической зоны. 
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Рис. 2.3.  Соотнoшение дебита скважины fQ  и                

интенсивности выноса твердых фрагментов sQ                  
для разных периодов 
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2.5. Автомодельное решение задачи при локали-
зации пластической зоны в ближней окрестности забоя 
скважины. 

Приведем еще одно решение этой задачи, предполо-
жив заданный рост контура питания. Пусть пластическая 
зона локализована вблизи забоя центральной скважины, 
причем дебиты нефти и породы r=a(t) определяются выра-
жениями  
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Пусть на бесконечности ∞→
a
r  выполняются усло-

вия покоя, а все параметры пласта равны начальным значе-
ниям, независимым от координат  
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где Г – полное горное давление. 

При численной реализации эти условия зададим при 
достаточно большом радиусе, соответствующем реальному 
радиусу контура питания, растущего пропорционально t . 
Считаем, что интенсивность отбора жидкости соответствует 
реализации плоской деформации матрицы пласта, а радиус 
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упругопластической зоны R(t) и радиус скважины a(t) будут 
перемещаться во внешнюю область скважины. При такой 
постановке необходимо решать задачу с учетом зависимо-
сти от времени, т.е. 

 

appf
rr =⇒=0σ   

 
при  

)(tar = . 
 

Считаем, что интенсивность отбора жидкости соот-
ветствует реализации плоской деформации матрицы пласта, 
а радиус упруго-пластической зоны R(t)  и радиус скважины 
a(t) будут перемещаться во внешнюю область скважины.  

На границе R(t) должны быть выполнены условия 
равенства значений давлений и радиальных напряжений, а 
также скоростей твердых и жидких частиц, относящихся к 
внутренней пластической и внешней упругой сторонам 
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В упругой области уравнения сохранения масс и ба-

ланс сил, действующих в жидкой и твердой фазах, описы-
ваются соотношениями (2.1), (2.2). 

 Обобщенный закон Гука (2.5) для плоской деформа-
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ции запишем в виде: 
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Введем новые переменные  
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Если пренебречь сжимаемостью фаз, то система 

уравнений (2.1), (2.2) и (2.37) для упругой области в авто-
модельной переменной примет вид 
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Внутри пластической зоны уравнение (2.3) и уравне-

ние равновесия твердого скелета (2.2) с помощью соотно-
шения (2.5) в автомодельной переменной имеют следующие 
формы: 

 

ξξ
nn V

n
d

dV
−= ,    

 
( ) ( )( ) ( )nn

n

nnn
nf

rr
n

rr VW
k
mKN

d
d

−−
+−

−= 01 μ
ξ

σ
ξ
σ                (2.42) 

 
Закон фильтрации (2.40) относительно движущейся 

матрицы и уравнения неразрывности фаз (2.39) не меняют 
своего вида. 

На растущей упругопластической границе Rξ  упру-
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гое эффективное напряжение должно удовлетворять усло-
вию текучести (2.4). Отсюда 
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Рассматриваемая задача решалась численно методом 

Рунге-Кутта [8]. После определения ep  из (2.40) последова-
тельно находились ( )ef

rreee WmV σ,,,  и ( )ef
θθσ  в упругой облас-

ти. Потом аналогично была решена задача в пластической 
зоне: ( )nf

rrnnnn WmVp σ,,,,  и ( )nf
θθσ .  

Решение соответствующей задачи имеет физический 
смысл только при a(t) < а0,  где  а0  - реальный радиус  сква-
жины. Дебиты жидкости и песка определялись по скоро-
стям фильтрации и смещения разрушенной матрицы в пла-
стической  зоне,  расширяющейся  в  результате  дилатанси-
онного  разрыхления. Для простоты расчетов принято, что 
из-за произошедшего разрушения значение сцепления eK  
равно сцеплению в пластической зоне. 

Зависимости искомых параметров от безразмерной 
переменной 

a

z ξ
ξ

=  на логарифмической координате изо-

бражены на рис. 2.4 (а, б). 
 
Расчет  проведен на основании следующих данных:  
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Рис. 2.4 (a).  Зависимость распределения скоростей твер-
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По мере приближения к скважине пористость (рис. 
2.4 б)), в упругой зоне, незначительно уменьшаясь, скачком 
переходит упругопластическую границу, а в пластической 
зоне значение пористости пласта, увеличенное в результате 
разрыхления породы, уменьшается за счет сжимаемости 
матрицы при перепаде порового давления.  

Распределение скорости жидкой и твердой фаз дано 
на рис. 2.4 а). В этой координате распределение давления 
подчиняется почти линейному закону.  
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Абсолютное значение безразмерного радиального 

эффективного напряжения  
ff
rrσ непрерывно увеличивается, 

однако, кольцевое напряжение 
ff
θθσ  на границе скачком пе-

реходит в упругую зону. 
 



 48

 
 
 

Глава III.  
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ 

ДИЛАТАНСИИ ПОРОДЫ НА ПРОЦЕСС                 
ФИЛЬТРАЦИИ ПРИ ЭКСПЛУАТАЦИИ                        

ГАЗОВОЙ СКВАЖИНЫ 
 

Твердые фрагменты слабосцементированного пласта 
могут проникать в скважину без фильтрации и при наличии 
фильтрационного потока. На практике при разработке неф-
тегазовых месторождений это явление обычно объясняется 
воздействием гидродинамической силы на структурные из-
менения скелета пласта. Если эта сила превосходит силы 
сцепления между частицами, тогда разрушаются структур-
ные связи скелета пласта и происходит вымывание (суффу-
зия) [17, 27, 73]. 

С другой стороны, в слабосцементированных газо-
вых месторождениях перепад пластового давления больше, 
чем в нефтяных. При этом газ сильно сжимается вблизи 
эксплуатационной скважины и возникновение неустойчи-
вой зоны приводит к интенсивному выносу твердых фраг-
ментов пласта в скважину. Поэтому представляет интерес 
изучение развития упругопластической границы и опреде-
ление гидродинамических параметров пласта при первона-
чальном понижении пластового давления в бесконечном 
пласте для случая работы скважины с постоянным деби-
том. 
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3.1. Неустановившаяся осесимметричная                    
фильтрация идеального газа к мгновенно включенной       

с постоянным дебитом скважине 
 

Постановка задачи. 
Рассмотрим неустановившуюся осесимметричную 

фильтрацию баротронного газа к мгновенно включенной с 
постоянным дебитом скважине. Предполагается, что пла-
стическая область локализована в забое скважины, а про-
цесс фильтрации с выносом твердых фрагментов вызыва-
ется линейным стоком. Условия интенсивности линейного 
стока для каждой фазы будем задавать на достаточно малом 
радиусе а(t) условной скважины a(t)< а0 
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                              (3.1) 

 
Для нахождения радиуса условной скважины будем 

использовать равенство нулю радиального эффективного 
напряжения на ее забое  
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f
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На бесконечности все параметры пласта равны пер-

воначальным значениям 
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Дискретизация этих граничных условий осуществля-
ется на достаточно большом радиусе, в котором радиус 
возмущенной области (расширение контура питания) растет 
пропорционально t  [19]. 

 

,,2)(
*μβ

ηη ekttR ==    (3.4) 

 
где kе- абсолютный коэффициент проницаемости упругого 
пласта,  

μ- динамическая вязкость газа,  
β*- коэффициент упругоемкости пласта. 
Пусть в неограниченном пласте постоянной толщи-

ны  h  в момент t = 0 пущена добывающая газовая скважина 
и возникающая при t > 0 упруго-пластическая область с ра-
диусом b(t), а также радиус скважины а(t) перемещаются на 
внешнюю сторону. 

Запишем уравнения баланса сил для газовой и твер-
дой фаз во внутренней пластической области (a(t)≤ r ≤ b(t)) 
пласта [78, 75].  
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уравнения сохранения масс 
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кинематическое соотношение дилатансии 
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∂
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r
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t
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и условие пластического течения матрицы пласта 
 

n
nfnf

rr KN =− )()(
θθσσ .       (3.8) 

 
Во внешней упругой области )()( tRrtb ≤≤  вы-

полняются те же уравнения (3.5) и (3.6), но кинематическое 
условие дилатансии (3.7) и условие пластического течения 
заменяются обобщенным законом Гука [73]. 
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Здесь индексы «n» и «е» относятся, соответственно, к 

пластической и упругой зоне;  
w, v  – истинные скорости газа и твердой частицы;  
p – пластовое давление;  

f
ijσ -эффективные напряжения;  

m, k – пористость и коэффициент проницаемости 
пласта;  

G, K – модуль сдвига и коэффициент объемного сжа-
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тия сухого пористого пласта;  
K1βε =  - коэффициент сжимаемости матрицы пла-

ста;  
u – радиальное смещение твердых частиц;  
 

( )( )
( ) ;

43
33321 2

2

Λ−
Λ−+ΛΛ

+=n  

 
где Λ - скорость дилатансии,  которая при Λ>0 характери-
зует разрыхление плотной матрицы пласта, при Λ< 0 - уп-
лотнение рыхлой матрицы, а при Λ= 0 несжимаемость по-
роды,  

( ) ,sin1
sin2

ϕα
ϕ

−
= n

n
YK   
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ϕ
ϕ

−
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=nN   

 
где nY,α - коэффициенты внутреннего трения и сцепления, 
ϕ – угол внутреннего трения. 

Считаем, что газ является баротропным, а плотность 
твердой фазы постоянна 
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На границе b(t), разделяющей пластическую область 

от упругой, должны быть выполнены условия непрерывно-
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сти давлений, радиальных напряжений, скоростей твердых 
и газовых частиц 
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Присутствующее в вышеуказанных уравнениях и ус-

ловиях напряжение и давление включают в себя все дейст-
вующее напряжение и давление в пласте, т.е. начальное и 
генерируемое при пуске скважины. Если упругое эффек-
тивное напряжение на некотором радиусе удовлетворяет 
условию Мора-Кулона (3.8), то этот радиус b(t) будет внеш-
ней границей пластической области. 

 
 3.2. Автомодельное решение 
 

Осесимметричная задача (3.1)-(3.10) является авто-
модельной и поэтому введем автомодельную переменную 

t
r

=ξ  и новые функции .,,
t
uU

t
vV

t
wW ===  Тогда иско-

мые функции удовлетворяют обыкновенные дифференци-
альные уравнения. Если подставить (3.9) во второе уравне-
ние (3.5) и в (3.6), то уравнения (3.5) и (3.6) в упругой об-
ласти Rb ξξξ ≤≤  в автомодельной переменной примут 
вид [28]: 
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Дифференцируя первое уравнение (3.9) по t с учетом 

закона фильтрации газа (3.5), переходим к новым перемен-
ным: 
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В пластической зоне ( )ba ξξξ ≤≤  уравнения состоя-

ния (3.10) и движения газа (3.12), неразрывности фаз (3.14), 
(3.15), условие текучести (3.8) при новых переменных не 
изменяют свою форму, а уравнения движения матрицы (3.5) 
с помощью (3.8) и (3.7) принимают вид 
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Упругопластическая граница определяется из усло-

вия текучести (3.8), которое выражается упругим эффек-
тивным напряжением )(ef

rrσ и скоростью Ve : 
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В автомодельной постановке задача приводится к 

стационарному решению в пространстве ξ, граничные усло-
вия (3.2), (3.3), (3.11) сохраняют свою форму, а (3.1) запи-
шем в виде: 
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В переменной ξ начальные условия и условия в бес-

конечности ξ→ ∞ совпaдают. В упругой 
( ))(,,,, ef

rreeeeRb mVWp σξξξ ≤≤  (3.12)-(3.16) и пластической 

ba ξξξ ≤≤  ( ))(,,,, nf
rrnnnn mVWp σ  (3.12), (3.14), (3.15), (3.17), 

(3.18) областях эти системы уравнений замкнуты относи-
тельно искомых переменных. После определения этих пе-
ременных из второго уравнения (3.9), (3.8) и (3.10) соответ-
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ственно находятся .,,, )()()()( n
f

e
f

nfef ρρσσ θθθθ  
Поставленная задача решена численным методом  

Рунге-Кутта. Решение задачи имеет физический смысль 
только при соблюдении условия 0)( ata ≤  (а0 – реальный 
радиус скважины). Из определения (3.4) видно, что (3.3) 
выполняется при ηξ 2=R  и в пространстве автомодельной 
переменной на скважине и на контуре питания ставятся те 
же граничные условия, что и в стационарной задаче. 

При численной реализации критерий (3.8) проверял-
ся на каждом шаге вычислений и на контуре питания газа 
скорость твердых частиц выбиралась так, чтобы выполня-
лось условие )(nf

rrσ  при .aξξ =  
В упругой области контур питания принимается за 

начало границы сетки. Сначала из уравнения (3.12) опреде-
ляется pe, потом последовательно находят )(,,, ef

rreee WmV σ  и 
)(ef

θθσ . После определения bξ  из (3.19) аналогично решается 
задача в пластической зоне. Дебит газа и интенсивность вы-
носа твердых частиц скважины при пластическом течении 
матрицы пласта вычисляются по скоростям фаз Wn и Vn. 

Результаты вычисления представлены на рис. 3.1 – 
рис. 3.5. 

Расчеты проведены для следующих параметров пла-
ста и газа:  
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Рис. 3.1. Распределение давления в пластической и             

упругой зонах 
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Рис. 3.2. Распределение пористости в пластической и         
упругой зонах 
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Из результатов, приведенных на рис. 3.1 и рис. 3.2,  
видно, что изначально плотная упаковка породы пласта, 
разрыхляясь, развивает пластическую зону вокруг скважи-
ны. В логарифмической координате zln  пластовое давление 
и пористость практически не изменяются в пластической 
зоне. Однако при переходе их пластической зоны в упругую 
пористость уменьшается скачкообразно и ее рост не заме-
тен. 

Из рис. 3.3 и 3.4 видно, что вблизи скважины суще-
ственно увеличиваются скорости газа и твердых частиц, ко-
торые требуют необходимость  учета этих факторов при 
эксплуатации пласта скважиной. 

 

-0.12

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0 1 2 3 4 5

W (м/с)

Упругая зона

Пластическая зона

 
Рис. 3.3. Изменение скорости газа 

 
Кольцевое эффективное напряжение )(nf

θθσ  значи-
тельно падает по сравнению с радиальным )(nf

rrσ  вплоть до 
границы bξ , но при переходе в упругую зону оно скачком 
восстанавливается и асимптотически стремится к )(ef

rrσ  
(рис. 3.5).  
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Рис. 3.4. Изменение скорости твердых частиц 

 
 

Рис. 3.5
 

Рис. 3.5. Изменение эффективного напряжения 
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 Таким образом установлено, что главными причина-
ми выноса песка из пласта являются разрушение вследствие 
дилатанции призабойной зоны, образование каналов и ка-
верн, обрушение их стенок и вышележащих пород. 
 Основные факторы, влияющие на интенсивность вы-
носа песка, – это глубина залегания пласта, уплотняемость и 
состояние поверхности забоя, депрессия на пласт, пластовое 
давление, ухудшение проницаемости, дебит скважины.  

В практике добычи флюида применяются различные 
методы борьбы с выносом песка, включая механические и 
химические методы укрепления песка путем установки раз-
личного вида фильтров и закачки химических реагентов. 
Поэтому для установки блочных скважинных фильтров 
требуется не только определить размер пластической облас-
ти, но и гидродинамические параметры и напряженно-
деформированное состояние вокруг эксплуатационной сква-
жины. 
 

3.3. Установившееся движение идеального газа      
в зонально-однородном дилатансионно-пластическом        

и упругом круговом пласте 
 
Рассмотрена стационарная фильтрация идеального 

газа в зонально дилатансионно-пластической и упругой по-
ристой среде в центральную скважину. Определены филь-
трационные параметры пласта в кольцевой пластической 
зоне вокруг скважины и распределения порового давления 
вдоль пласта. С учетом дилатансионного изменения порис-
тости и коэффициента проницаемости найдена продуктив-
ность скважины. 

Изучение распределения порового давления и потока 
флюида в дилатансионно-пластических пластах представля-
ет большой интерес для изучения проблемы устойчивости 
призабойной зоны скважины. Течение твердых фрагментов 
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из пластической зоны пласта в скважину нарушает ее нор-
мальный режим работы, приводит к образованию каверн в 
призабойной зоне и песчаных пробок в скважине. Для пре-
дотвращения выноса песка, обвала призабойной зоны и 
смятия колонки скважины, а также утолщения пластов, 
приведенные к оседанию дневной поверхности территории 
месторождений нуждаются в более простых постановках 
решения задач о пластических разрушениях пористых сред 
при фильтрации флюида. 

Фильтрация флюида в упругих и вязкоупругих по-
ристых средах в литературе достаточно хорошо изучена [2, 
9, 21, 24, 32, 34 и др].   

В упрощенных постановках решены некоторые осе-
симметричные задачи фильтрации несжимаемой жидкости в 
упругопластических пластах и установлена связь между 
расходами жидкой и твердой фаз [23, 60, 72, 73, 75].  

 
 
1. Постановка задачи.  
Пусть порода пласта вокруг действующей скважины 

во внутренней кольцевой зоне с радиусом R подвергается 
дилатансионно-пластической деформации, а во внешней  
зоне – линейно-упругой. На контуре питания Rk (Rk >> R) 
поддерживается постоянное пластовое давление P0, а на 
стенке скважины радиусом Rc радиальное эффективное на-
пряжение и поровое давление Pc меньше соответствующих 
контурных напряжения и давления. Эффективные напряже-
ния удовлетворяют то условие текучести, при котором во-
круг скважины реализуется только одна пластическая зона.  

Для стационарного случая в пластической зоне урав-
нения сохранения масс твердой и жидкой фаз в плоскоради-
альном пласте имеют вид: 
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( )[ ]

[ ] .0

,01

22

11

=

=−

vrm
dr
d

vmr
dr
d

ρ

ρ

    (3.21) 

 
Здесь  m – пористость пласта,  

1 2,υ υ  - компоненты истинных скоростей 
твердой и газовой фаз,  

1 2,ρ ρ  плотности материала матрицы и газа. 
Уравнение состояния идеального газа, которым бу-

дем пользоваться в дальнейшем, записывается в виде  
 

2
at

at
p

p
ρρ = ,      (3.22) 

 
Фильтрация газа при 12 υυ >>  описывается законом 

Дарси 
 

dr
dpk

μ
υ −=2 .      (3.23) 

 
В формулах (3.22) и (3.23) atρ  - плотность газа при 

атмостферном давлении atp , k – коэффициент проницаемо-
сти в пластической зоне, μ – динамическая вязкость газа.  

Кинематическая связь между скоростями объемной 
деформации и сдвига матрицы пласта принимает вид [61] 

 
1 1 0d n

dr r
υ υ

+ = ,      (3.24) 

где 
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( )2

2

2 3 3 3
1

3 4
n

⎛ ⎞Λ Λ − −Λ⎜ ⎟
⎝ ⎠= +

− Λ
.    (3.25) 

 
Λ - скорость дилатансии. 

При n > 1 происходит разрыхление матрицы пласта, 
при  n < 1 ее уплотнение, а при n = 1 соответствует критиче-
скому состоянию матрицы (несжимаемость матрицы пла-
ста). Коэффициент проницаемости пласта на основе экспе-
риментальных данных может быть задан степенной функ-
цией пористости [56].  

 

,

;
0

0

m

k

l

a
al

m
mkk

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

     (3.26) 

 
где 0 0,k m -соответствуют начальным значениям порового 
давления p0;  ak, am –коэффициенты, определяемые при об-
работке экспериментальных данных. 
 В упругой зоне при установившейся фильтрация газа 
распределение давления определяется из следующего урав-
нения [19, 50] 
 

.,01
2

2

k
ee RrR

dr
dp

rdr
pd

<<=+     (3.27) 

 
Граничные условия. На стенке скважины задано 

поровое давление  
 

)()( rprp e=  при r = R .    (3.28) 
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На упругопластической границе должны быть вы-
полнены условия неразрывности поровых давлений и ско-
ростей фильтраций 

 
 eprp =)(  при  r = Rс ,    (3.29) 

 

dr
dpk

dr
dpk ee

μμ
=  при  r = Rс.     (3.30) 

 
На контуре пластической зоны пористость пласта 

принимает свое критическое значение  
 

Rmrm =)(  при  r = R.    (3.31) 
 

В зоне течения разрушенной массы  интегрирование 
уравнения (4) приводит к кинематическому интегралу 

 

nr
C

=1υ .     (3.32) 

 
Подставляя (3.32) в уравнение неразрывности твер-

дой фазы (3.21) и интегрируя его при граничном условии 
(3.31), получаем 

 

( ) RrR
R
r

r
Rmm c

n

R ≤≤⎟
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⎜
⎝
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ρ
ρ .    (3.33) 

 
Если считать плотность материала матрицы постоя-

ным, то из (3.33) имеем: 

( ) RrR
R
rmm c

n

R ≤≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

−

,11
1

.  (3.34) 
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Из уравнения неразрывности газовой фазы (3.21) с 

учетом (3.22) следует 
 

rpm
pC

am

am 1
12 ρ

υ = .     (3.35) 

 
Подставляя (3.35) в закон фильтрации (3.23) с учетом 

(3.26) для определения функции давления в области 
RrRc ≤≤ , приходим к уравнению 

 

( ) 1
01

][
1

+−= l
oam

l
am

rmrk
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dr
dpp

ρ
μ .   (3.36) 

 
Решение уравнения (3.36) имеет вид:  
 

( ) ( ) 21
012

][
2 C

rmr
dr

k
mpCrp

r
l

oam

l
am +−= ∫ +ρ
μ  (3.37) 

 
где С2 и С3 – постоянные интегрирования. 

Дважды интегрируя уравнение (3.27) получаем: 
 

( ) 43
2 ln CrCrpe += .     (3.38) 

 
Используя граничные условия (3.28)-( 3.30) и усло-

вия на контуре питания с учетом (3.34), определяем посто-
янные интегрирования С1, С2, С3 и С4. После подстановки 
их выражения в (3.37) и (3.38) имеем:  
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где  
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Массовый дебит скважины определяется равенством 

dr
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p
khRG
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μ
ρπ2

−=  при  r = Rс.   (3.41) 

 
Посредством элементарных преобразований из (3.39) 

и (3.41) получим 
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На основе полученного решения (3.39), (3.40) и по 
формуле (3.42) составлена компьютерная программа для 
расчетов, которая реализуется при следующих данных: 

 
( )

.10;102;105.0

;10;2.0;3.0

;100;1.0;10;4;5.2;2;1
;0.3;7.1;5.0;0.2;05.1;0.1;98.0;95.0

55213

213
00
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мkmm

мRмRмhl
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=⋅⋅=⋅=

===

====
==

−−

−

μ

 

 
Результаты расчетов представлены в виде кривых 

распределения давления и дебита скважины, часть из кото-
рых приведена, соответственно, на рис. 3.6; 3.7 и 3.10.  
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Рис. 3.6.  Распределение давления в дилатансионно-
пластической  зоне пласта при l=2; R=1.7; RrRc ≤≤  
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Рис.3.7.  Распределение давления в упругой зоне пласта 

при l=2; R=1.7; kRrR ≤≤  
 
Анализ кривых показывает, что в отличие от упругой 

зоны  [ ]kRRr ,∈  (рис.3.7) кривые давления в дилатансион-
но-пластической зоне [ ]RRr c ,∈  будут изогнутыми (рис. 
3.6). 

При малых значениях n (0.95 ≤ n ≤ 1) давление в ко-
ординатах изменяется гораздо более интенсивно, чем при 
его больших значениях. Уплотнение матрицы в дилатанси-
онно-пластической зоне пласта влечет за собой увеличение 
давления. Так,  например, при фиксированных значениях R 
и l уменьшение параметра «n» с двух до 0.95 приводит к 
увеличению порового давления на (9÷17)%.  
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В упругой зоне [ ]kRRr ,∈  наблюдается обратная кар-
тина (рис. 3.7). При тех же данных проведены расчеты по 
формулам (3.26) и (3.34) для изменения пористости и про-
ницаемости в дилатансионно-пластической зоне пласта, ре-
зультаты которых представлены на рис. 3.8 и 3.9. 

Кривые, представленные на рисунках 3.9 и 3.10 пока-
зывают, что разрыхление матрицы в области дилатансион-
но-пластической зоны пласта приводит  к  увеличению  
проницаемости,  которое влечет за собой увеличение дебита 
скважины на 43%. 

В случаях уплотнения матрицы пласта по сравнению 
с ее несжимаемостью массовые дебиты скважины дает су-
щественно заниженные прогнозные оценки. 

Зададим массовый дебит G газовой скважины и по-
ровое давление на контуре питания: 
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p
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= ap p   при   = kr R .    (3.44) 

 
Используя граничные условия (3.29), (3.30), (3.33) и 

(3.34), находим  
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Рис. 3.8. Изменение пористости пласта в дилатансионно-
пластической зоне при l=2; R=1.7; RrRc ≤≤  
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Рис. 3.9. Изменение коэффициента проницаемости пласта 

в дилатансионно-пластической зоне при l=2; 
R=1.7; RrRc ≤≤ .  
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Формулы для скоростей фильтрации при радиальном 

течении идеального газа в упруго-пластическом пласте 
имеют вид:  
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Как известно, в газовом пласте поровое давление 

медленно изменяется вблизи контура питания и резко пада-
ет вокруг скважины. Так как скорость изменения порового 
давления определяет градиент давления, который, в свою 
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Рис. 3.10. Зависимость массового дебита скважины от   
радиуса  дилатансионно-пластической зоны при l=2. 
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очередь, определяет скорость фильтрации, то указанное по-
ведение давления в газовом пласте приводит к нарушению 
закона Дарси в прискважинной зоне. Рассмотрим решение 
соответствующей задачи при двучленном законе фильтра-
ции [20]: 

 

( )20
2 2 2 2

μ βρ υ ρ υ= − +
dP m m
dr k k

,  (3.49) 

 
где  β- константа пористой среды, определяемая в результа-
те обработки экспериментальных данных, Р – функция Лей-
бензона. 
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В пластической зоне  
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Решение (3.51) имеет вид 
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Переходя от функции Лейбензона к давлению по 

формуле (3.52), найдем распределение давления 
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Не представляет трудности определение порового 

давления в упругой зоне пласта 
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Из равенства давлений (3.53) и (3.54) на границе R, 

находим 
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С помощью выражений (3.26) и (3.34) можно вычис-
лить интеграл (3.53). Из этой формулы следует связь между 
дeпрессией на пласт и расходом 
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Построенная индикаторная линия в координатах Q и 

( )2 2−k ap p  является параболой, но коэффициенты фильтра-
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ционных сопротивлений зависят от фильтрационных пара-
метров пластической и упругой зоны 

 
2 2 2

2 2− = +k ap p AQ BQ    (3.57) 
 

где А, B – коэффициенты фильтрационных сопротивлений, 
постоянные для данной скважины. Тогда 
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GQ
ρ

=  - объемный дебит скважины. 

 
Уравнение притока (3.57) с экспериментально опре-

деляемыми коэффициентами можно использовать в расче-
тах при проектировании разработки месторождений. По 
значениям А и B , найденным в результате исследования 
скважины, можно определить коллекторские свойства пла-

ста. Графики в координатах Q и 
Q

pp ak
22 − , соответственно, 

представляют собой прямые линии, для которых А – отре-
зок, отсекаемый на оси ординат, B – тангенс угла наклона 
прямой к оси абцисс. 

Таким образом, введена аналитическая связь между 
поровым давлением, дебитом скважины и скоростями дила-
тансии в упругопластическом газовом пласте. 
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Глава IV.  
ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ФИЛЬТРАЦИИ  

ЖИДКОСТЕЙ В ПОЛЗУЧЕМ ПЛАСТЕ 
 
Опыт разработки нефтяных и газовых месторождений 

при упругом режиме подтверждает представление об упру-
гой деформации горных пород при небольших изменениях 
давления в пласте. Однако, при более широких диапазонах 
изменения пластового давления деформация горных пород 
носит существенно нелинейный характер, что подтверж-
дается, например, видом экспериментальных зависимостей 
пористости горных пород и их проницаемости от среднего 
нормального напряжения или от внутрипорового давления. 
Впервые учет необратимой деформации горных пород при 
разработке нефтяных месторождений был осуществлен 
А.П.Крыловым и Г.И.Баренблаттом, создавшими теорию 
упругопластического режима нефтяных пластов. 

Согласно этой теории физическая нелинейная зависи-
мость пористости и проницаемости пород от среднего нор-
мального напряжения приближенно принимается линейной 
или кусочно-линейной, но различной при нагружении пород 
(увеличением среднего нормального напряжения) и при раз-
грузке (уменьшением среднего нормального напряжения). 

Представление о кусочно-линейной деформации гор-
ных пород при нагружении и разгрузке горной породы в 
случае упругопластического режима не дает возможности 
вполне точно описать механизм фильтрации в породах, 
деформирующихся по сложным реологическим законам. 

Горные породы обладают способностью деформиро-
ваться во времени без увеличения напряжений, вызванных 
объемными или поверхностными силами, т.е. обладают 
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свойством ползучести. 
Ползучесть различных материалов и пород характери-

зуется определенной зависимостью деформации в данный 
момент времени от всей предыдущей истории деформиро-
вания материалов и пород. 

Учет свойства ползучести материала имеет важное 
значение, привлекает внимание многих исследователей, 
появилась обширная, все возрастающая литература, посвя-
щенная этой проблеме. 

С ростом глубины вводимых в разработку месторож-
дений фактов  «наследственно-ползучего» поведения плас-
тов становится значительно больше. Это и вызывает необ-
ходимость развития, теории фильтрации в пластах, которым 
свойственна ползучесть. 

В работе [49] рассмотрена задача, связанная с установ-
лением влияния ползучего характера деформации горных 
пород на фильтрацию жидкости и газа, и показана необхо-
димость учета ползучести горных пород.  

Задача о неустановившемся притоке к несовершенной по 
степени вскрытия скважине в неоднородном упругом пласте, 
состоящем из двух пропластков, рассматривалась в [3]. 

 
4.1.  Приток жидкости к несовершенной скважине в 

однородном пласте с ползучей средой 
 
Предположим, что конечный однородный цилиндри-

ческий пласт с ползучей средой мощностью «Н» и радиусом 
«R», ограниченный двумя непроницаемыми поверхностями 
вскрыт несовершенной скважиной с дебитом q  и фильтром 
«h» (рис. 4.1). 

Согласно теории фильтрации, математически задача 
сводится к определению функций давления p(r,z,t) в области 
{ }tHzRr ≤≤≤≤≤ 0;0;0 , удовлетворящей интегродиф-
ференциальное уравнение типа свертки [34]. 



Моделирование процессов фильтрации флюидов в пористых средах 

 77

 

 

( ) ( )[ ] ( )

( )( ) ,exp1

2
)(1

0

1

2

2

2

2

ττγ
βχχ

δσσ
π
σμ

dtu
t

m
t
u

rhzz
khr

rq
z
u

r
u

rr
u

t

ж

−−
∂
∂

+
∂
∂

=

=−−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∫

 (4.1) 

при следующих условиях: 
    

( )HzRru t ≤≤≤<== 0,000           
 

     ( )+∞<≤≤<=
∂
∂

= tRr
z
u

Hz 0,00;0     

О 
r 

z 

h 

R 

H 

 Рис. 4.1. Элементы однородного пласта                
с ползучей средой  
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( )+∞<≤≤<=
∂
∂

= tHz
r
u

Rr 0,00      (4.2) 

 
где   

( ) ( ),,,,,

,

0

111
0

tzrPPtzru

km ж

−=

= −−− βμχ
 

 
где P(r,z,t) – текущее давление в пласте; δ(r) – дельтафунк-
ция Дирака, σ(z) – единичная функция Хевисайда; к  – про-
ницаемость пласта; m1 – параметр ползучести;  μ – динами-
ческая вязкость жидкости;  mо – пористость пласта;  q – де-
бит скважины, βж – коэффициент упругой сжимаемости 
жидкости, h –глубина вскрытия скважины;  j-1 – время ре-
лаксации. 

Применяя к (4.1)-(4.2) конечное интегральное преобра-
зование Ханкеля по переменным «r» c учетом свойства 
дельта-функции Дирака, получим: 
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Здесь 
 

( )∫=
R

mm drrurJu
0

0 λ , 

 
где J0(r) – функция Бесселя первого рода нулевого порядка, 
λm – корень характеристического уравнения 
 

( ) 0=′ RJ λ . 
 

Применяя к (4.3)-(4.4) косинус-преобразования Фурье 
по переменной z с учетом свойства функции Хевисайда 
имеем  
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Применив преобразование Лапласа и учитывая началь-

ные условия (4.6), из (4.5) получим: 
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S – параметр преобразования Лапласа, Res > 0. 
Применяя обратное преобразование Лапласа и теорему 

разложения Хевисайда из (4.7), находим: 
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При помощи обратного преобразования Фурье и 

Ханкеля решение поставленной задачи находится в виде: 
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где  ;baC += γ  
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Осредняя (4.9) по вскрываемой скважиной части плас-

та, определяем среднее значение безразмерного забойного 
давления: 
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В случае упругого режима фильтрации, т.е. когда 

m1=0, γ = ∞, выражение (4.10) принимает вид: 
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В случае фильтрации жидкости к несовершенной сква-

жине в однородно-анизотропном пласте с ползучей средой 
смешанная задача (4.1)-(4.2) принимает вид: 
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Согласно предыдушему случаю безразмерное значение 

забойного давления будет определяться по формуле 
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4.2. Результаты численных расчетов 
 
Для количественной оценки влияния ползучести по-

ристой среды на процесс фильтрации по формуле (4.10) 
проведены многовариантные расчеты при исходных дан-
ных: 
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Некоторые результаты этих расчетов представлены на 

рисунках 4.2-4.6. 
На рис. 4.2. показана динамика понижения безразмер-

ного забойного давления при различных по степени вскры-
тиях пласта скважинной от времени. 

Как видно на рис. 4.2., при одном и том же значении 
времени понижение забойного давления сильно уменьша-
ется с увеличением степени вскрытия пласта скважиной 
«h». 
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Рис. 4.2. Динамика понижения безразмерного забойного 
давления во времени при различных по степени             

вскрытиях пласта скважиной 
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Рис. 4.3. Зависимость коэффициента несовершенства 

скважины δ от h во времени 
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Рис. 4.4. Динамика понижения безразмерного забойного 
давления при фиксированных значениях времени от степени  

вскрытия пласта скважиной. 
 

t1 = 1 час;  t2 = 10 час;  t3 = 20 час;  t4 = 50 час;  
t5 = 80 час;  t6 = 100 час. 
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Рис. 4.5. Изменение безразмерного забойного давления во 
времени при различных значениях параметра ползучести  

Здесь ceк/1103,4 6−⋅=γ . 
1. m1= 3.4⋅10-8 1/МПа⋅сек;  2. m1 = 4.3⋅10-6 1/ МПа⋅сек;   

3. m1 = 8.6⋅10-6 1/ МПа⋅сек. 
На 4, 5 и 6-ой кривых показано изменение безразмерного 

забойного давления в упругом режиме. 
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Рис. 4.6. Изменение безразмерного забойного давления во 
времени при различных значениях времени релаксации  

 
1. γ = 2.3⋅10-6 1/сек;   2. γ = 4.3⋅10-6 1/сек;   3. γ = 8.6⋅10-6 1/сек.

Здесь ceкaMm ⋅⋅= − П/1103,4 8
1 . 

На 4., 5. и 6-ой кривых показано изменение безразмерного 
забойного давления в упругом режиме. 
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На рис. 4.3. построены кривые, характеризующие зави-
симость коэффициента совершенства: 

..

..

совcp

несcp

u
u

Δ
Δ

=δ  

(отношение безразмерного забойного давления несовершен-
ной и совершенной скважин) от времени. 

Как видно из графиков, довольно резкое возрастание 
коэффициента «δ» наблюдается при малых значениях h и 
времени.  

Увеличение значения «h» и времени приводит к 
уменьшению величины δ.  

Анализ кривых, приведенных на рисунках 4.5 и 4.6. 
показывает, что с увеличением параметра ползучести «m1» 
уменьшается величина cpΔ  в ползучей среде. 

По характеру изменения во времени кривые cuΔ  как 
для пласта с ползучей средой, так и для недеформируемого 
пласта идентичны. Как видно, при  t > 5 часов значения 

cuΔ  для любых «m1» и «γ» с достаточной точностью сов-
падают с u и их можно считать одинаковыми как для пол-
зучей среды, так и недеформируемой. 

Обобщая сказанное, можно отметить, что при t < 5 
часов влиянием ползучей деформации пористой среды на 
технологические показатели (например, на cuΔ ) с высокой 
точностью можно пренебречь. Однако ползучая деформа-
ция пористой среды на величину cuΔ  оказывает существен-
ное влияние во времени при t > 5 часов.  

Причем, чем меньше значения γ (рис. 4.6), т.е. чем 
больше время релаксации среды по пористости, тем меньше 
значение cuΔ  для обеспечения заданного уровня добычи 
жидкости из месторождения. 
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4.3. Приток жидкости к несовершенной скважине 
в неоднородных ползучих средах 

 
В данном параграфе решена задача о притоке жидкос-

ти к несовершенной по степени вскрытия скважине в неод-
нородных ползучих средах. 

Предполагается, что пласт состоит из двух пропласт-
ков различной проницаемости и в каждом пласте работает 
одна несовершенная скважина (рис. 4.7). 

Данная задача с помощью обобщенных функций имеет 
следующую математическую постановку: найти в области   

 
D1={o<r≤R, o≤z=h1},           D2 ={o<r≤R, h1≤z≤H} 

 
решение системы интегро-дифференциальных уравнений 
типа свертки: 
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при следующих начальных и граничных условиях: 
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Рис. 4.7. Элементы неоднородного пласта с  

ползучей средой  
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На общих границах зон неоднородности имеют место ус-
ловия: 

11 21 hzhz uu == = , 
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где   

h0 = 0,  H= h1+ h2, 
 

( ) ( ) ( )tzrPPtzrujmk jjmjj ,,,,2,1 0
111

0 −=== −−− βμχ  
 

Pj(r,z,t) – текущее давление в j – ом пласте; б(z) – единичная 
функция Хевисайда;  кj  – проницаемость j – й зоны; h1, h2 – 
мощность первой и второй зоны;  qj – дебит скважины, ра-
ботающей  в   j – й зоне,  bj  – глубина вскрытия скважины в 
j – м пласте. 

Применяя для решения поставленной задачи (4.15)-
(4.17) конечное преобразовани Ханкеля и учитывая свойс-
тва дельтафункции Дирака, получим: 
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здесь 

( )∫=
R

jj drrrJutzu
0

0),,( λλ , 

 
где J0(r) – функция Бесселя первого рода нулевого порядка, 
λm – положительный корень характеристического уравнения 
 

( ) 00 =′ RJ mλ . 
 

Напишем совокупность собственных функций ψjmn (z) 
(j=1,2), удовлетворяющих уравнению 
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и условиям сопряжения: 
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( ) ( )
11 21 hzmnhzmn zz == =ψψ , 
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dz
zdk == =

ψψ      (4.21) 

 
Здесь  λmn – собственные значения соответствующей 

задачи (4.20)-(4.21) Штурма – Лиувилля. 
Функции ψjmn (z) на концах интервала должны удовлет-

ворять следующим однородным граничным условиям: 
 

( ) ( ) 00 21 == Hmnmn ψψ     (4.22) 
 
Собственные функции ψ1mn (z), ψ2mn (z), соответствую-

щие задачам (4.20)-(4.21), имеют вид: 
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Коэффициенты Cmn определяются из условия нормиро-
ванности функций ψ1mn (z), ψ2mn (z) в областях D1 и  D2 с ве-
сом,     
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Применяя стандартные процедуры, собственные числа 

определяем из следующих трансцендентных систем 
уравнений: 
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Используя метод собственных функций Гринберга Г.А., 

для решения системы (4.18)-(4.19) и учитывая свойства еди-
ничной функции Хевисайда, получим задачу типа Коши: 
т.е. умножая уравнение (4.18) соответственно на χ1ψ1mn,                      

χ2ψ2mn  и  интегрируя первый из полученных результатов по 
z, от нуля до z=h1, а второй от z=h1 до z=Н, складывая эти 
уравнения и учитывая условия (4.19) и (4.21), получим:    
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Используя преобразование Лапласа, получим решение 

задачи (4.23)-(4.24) в классе изображений в виде: 
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где  
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S – параметр преобразования Лапласа, Res > 0. Исполь-

зуя обратное преобразование Лапласа, из (4.25) получим: 
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Здесь  
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При помощи обратного преобразования Ханкеля и 

Гринберга решение поставленной задачи находится в виде: 
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Выражение (4.27) представляет собой разложение фун-

кции Uj (r,z,t) в ряд по сообственным функциям. 
Для упругого режима, т.е. когда m1=0, γ = ∞ из ре-

шения (4.27) будем имееть: 
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При k1=k2=k из формулы (4.27) получается формула 

(4.9), т.е. результаты, соответствующие однородному 
пласту. 
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4.4. Решение интегро-дифференциального уравнения 
фильтрации с учетом ползучести в анизотропной среде 

 
В данном параграфе решается интегро-дифферен-

циальное уравнение фильтрации жидкости в анизотропных 
ползучих средах.  

Пусть фильтрационная область D состоит из двух об-
ластей  D1, D2, D=D1∪D2, которые снаружи и внутри огра-
ничены цилиндирическими поверхности. Между областями 
D1 и D2 существуют слабопроницаемые перемычки. Иско-
мая функция давления ),z,t) (j(r,θPj 21, =  имеет в точках 

), θ(r ijkijk конечное число логарифмических особенностей. С 
помощью обобщенных функций данная задача имеет сле-
дующую математическую постановку: 

Найти в области     
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при следующих начальных и граничных условиях 
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На общих границах зон имеем условия: 
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На функции  tz(r,θPj ),, по аргументу θ  задается 

условие периодичности 
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Здесь       
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kn; bn– проницаемость и мощность перемычки.  
1δ – параметр ползучести; в [ ]jiji tt ,,1 ,−

 промежутке 
времени, в котором действуют источники (стоки); 

00 ),,),, , Ptz(r,θP-P tz(r,θP jj = – начальное давление;  
),, tz(r,θPj – текущее давление в j-ом пласте (j = 1,2);   

t
1δ  – ядро Абеля; 

),( θδ r – дельта – функция Дирака;  
),( tzσ – единичная функция Хевисайда;  

)(tqijk – дебит к-ой скважины в j-ой зоне в соответ-
ствующий промежуток времени;  

21,bb  – соответственно, мощность верхнего и ниж-
него пластов;  

hjk  –глубина вскрытия к-ой скважины в j-м пласте;  
R1, R2 – расстояние от начала координат до наружней 

и внутренней поверхностей, соответственно;  
0μ – динамическая вязкость жидкости;  

mβ – коэффициент сжимаемости жидкости; m-
пористость пласта;  

Mj-сумма промежутков времени в j-ой зоне, в 
которых действуют источники (стоки);   

Nj-число скважин в j-ой зоне; 
На функции )2,1(),,(и),,( =jtztzf ji θϕθ  налага-

ются условия, абсолютного интегрирования по переменным 
),( zθ  и непрерывного дифференцирования по аргументу t. 
Для решения поставленной задачи (4.29) – (4.32) 

применяем конечное синус-преобразование Фурье по пере-
менной θ  с ядром sinθ  и конечное преобразование Ханкеля 
[2], учитывая свойства дельта-функции Дирака, получаем: 
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α (4.34) 

 
Ядро преобразования Ханкеля )( rV mnmn λ  имеет вид: 
 

⎥
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⎤
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⎡
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⋅= )(
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2
)(
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1 rY
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λ
λλπλ  (4.35) 

 
mnλ – является корнем характеристического урав-

нения, 
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0)()(

)()(
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−⋅
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mnmmnm

mnmmnm

λλ

λλ
   (4.36) 

 
mm YJ ,  – функции Бесселя m-го порядка первого и 

второго рода, 
где  
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2
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R

R
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∫ ∫=  

 

,)sin(),,(),(
2

0

θθθ
π

dmtzftzf jjm ∫=  

 

,...)2,1()2,1()sin(),,(),(
2

0

=== ∫ mjdmtztz jjmn θθθϕϕ
π

 
 
Рассмотрим совокупность собственных функций 

)2,1()( =jzU jmnv , удовлетворяющих уравнению 
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0)(
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и граничным условиям 
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 (4.38) 

 
Предполагается, что )tz,(jmnP  допускает разложение 

в ряд по фундаментальным функциям )z(jmnvU  однородной 
задачи. Решение задачи (4.37) – (4.38) имеет вид: 
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где  
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⎟⎟
⎠

⎞
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⎛
−= 21
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j
jmnv K

zK
λ

χ
λμ  . 

 
Собственные числа )2,1( =jjmnvμ , соответствующие 

задаче Штурма-Лидвиля, определяются из следующих 
трансцендентных систем уравнений 
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mnvA1 –  определяется из условия нормировки функ-

ции U1mnv(z) и U2mnv(r) в области D1 и D2 в следующем виде: 
 

2
1

2

22
2

2
2

1

11
111

2
)2sin(

2
)2sin(2

−

⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⋅+

⎩
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

mnv

mnv
mnvz

mnv

mnv
zmnv

bbBK

bbKA

μ
μ

μ
μχ

 

 
Применяя к задаче (4.33) – (4.34) метод собственных 

функций Г.А.Гринберга [3], учитывая свойства дельта 
функции Дирака, получим задачу типа Коши: 
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     0)0( =mnvφ ,                                                 (4.42) 
 
где      
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Используя преобразование Лапласа и учитывая 

свойства единичной функции Хевисайда, получим решение 
задачи (4.41) – (4.42) в классе изображений в виде: 
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Здесь  
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S - параметр преобразования Лапласа, Res>0. 
Применяя обратное преобразование Лапласа, тео-

рема о свертке к (4.44) будет иметь вид: 
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Здесь  
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erfx – функция ошибок Гаусса. 
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При помощи обратного преобразования Фурье, 
Гринберга и Ханкеля, получим решение задачи (4.29) – 
(4.32) в виде 
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Рассмотрим поведение решения поставленной выше 

задачи (4.29) – (4.32) для однородных начальных и гранич-
ных условий. В этом случае задачи (4.29) – (4.32) при  

,121 == MM  
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где    
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Из полученных решений (4.47), принимая 

)2,1(,0 ==== jrrr jj θθ  для однородных начальных и 
граничных условий после некоторых преобразований для 
осредненной по вскрываемой части пласта скважины нахо-
дим значение безразмерное перепада давления: 
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( ) ] )2,1(,)sin()()( =⋅⋅⋅+× jmCtrrV jmnvmnvcjmnm θφλ , (4.50) 
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Для упругого режима решение вышеуказанной 

задачи (4.50) получается в следующем виде: 
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λ
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где  
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[
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⎤⋅+

+=

)sin()(
2
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Проведение теоретических и численных исследова-

ний показывает, что ряды, входящие в (4.50) – (4.51), 
достаточно быстро сходятся. Поэтому для практического 
использования можно органичиться несколькими членами 
этого ряда.  

 
4.5. О нестационарном движении жидкости                          

к скважинам в изолированных пластах с учетом 
ползучести сред 

 
 Деформационным свойствам коллектора при движе-
нии в нем жидкости и газа посвящено очень много работ. 
 При движении жидкости и газа к скважинам в по-
ристой среде необходимо учитывать реологические свой-
ства горных пород. Теоретические и экспериментальные 
исследования показывают, что деформационные свойства 
горных пород существенно влияют на характеристики 
течения жидкости и газа в пористой среде [21, 28, 56, 57, 65, 
66, 88 и др.]. Задача фильтрации жидкости и газа к 
совершенным скважинам с учетом ползучести среды для 
однородного осесимметричного случая рассмотрена в [46]. 
 Ниже рассматривается задача о фильтрации жидкос-
ти к системе скважин в двух изолированных друг от друга 
полосообразных пластах. 
 Предложим, что в прямоугольной области каждый 
пласт состоит из N  кусочно-однородных зон. Каждая зона 
разрабатывается ),( NjM j 1=  скважинами, которые распо-
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ложены в точках ),( νν ijij yx  и на контуре, ограничивающем 
область и удовлетворяет граничным условиям первого рода. 
 Процесс нестационарной фильтрации жидкости опи-
сывается следующими интегро-дифференциальными урав-
нениями типа свертки:  
 

),1;2,1(

,)(1

1),(),,(

0

Nji

dUtR
t

t
U

yxFtyxU

t

ij
жij

ij

ij
ijij

==

−
∂
∂

+

+
∂
∂

=+Δ

∫ ττ
βχ

χ

    (4.52)  

 
Здесь Δ  двухмерный оператор Лапласа; ),,(),,( tyxPPtyxU ijij −= 0 ,  

),,( tyxPij  - давление в точке ),( yx  j -й зоны i -го пласта в 
момент времени t ; ),( txFij  - функции, характеризующие на-
личие точечных источников (стоков); )(tR  - обобщенное 
ядро ползучести. 
 Рассмотрим уравнение (4.52) совместно с некоторым 
режимом разработки пласта. На внешних границах пласта 
зададим условия первого рода. 
 

),;,(
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,
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121

0
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=

    (4.53)  

 
 На общих границах зон неоднородности имеет место 
условия сопряжения 
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 (4.54) 

 
 Зададим начальные условия распределения давления 
в каждой зоне в момент времени 
 

000 == ),,(, yxUt ij .     (4.55) 
 

На дебиты и забойные давления скважин налагаются сле-
дующие условия:  
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Qqq

jvjc
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⎨
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=
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ν
ννν     (4.56) 

 
где ib  - мощность пласта; LH ,  - ширина и длина пласта; 

νijq  - дебит ν -ой скважины, работающей в j -й зоне i -го 
пласта; νiQ  - заданный суммарный дебит ν -й скважины и 
j -й зоне; jM  - число скважин в j -й зоне; νcijP  - давление на 
забое скважины; ijK  - фильтрационные параметры i -го 
пласта j -й зоны. 
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 Применяя для решения поставленной задачи (4.52)-
(4.56) конечное синус преобразование Фурье по переменной 
x  с ядром xmλsin , учитывая свойства дельта-функции Ди-
рака, получим:  
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где  
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Рассмотрим совокупность собственных функций 
)( yijmnψ  ( Nj ,1= ), удовлетворяющих уравнению 
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и условия сопряжения  
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         (4.60) 

  
Здесь mnλ  - собственные значения соответствующей 

задачи (4.58)-(4.60) Штурма-Лиувилля. Функции )( yijmnψ  на 
концах интервала удовлетворяют следующим однородным 
граничным условиям: 

 
),;,()()( NjiHijmnijmn 12100 ===ψ=ψ .  (4.61) 

  
Применяя к задаче (4.57)-(4.58) метод собственных 

функций Г.А.Гринберга  [3], получим задачу типа Коши:  
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 Начальное условие для уравнения (4.62) имеет вид 
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00 =Φ )(imn .     (4.63) 

 
 Решение задачи (4.62)-(4.63) после применения 
преобразования Лапласа получим в классе изображений в 
виде:  

mn
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 Пусть ядро ползучести представляется в виде ядра 
Абеля  
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 Тогда из (4.64) получим 
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Здесь  
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где 1δ  - параметр ползучести. 
 Применяя теорему о свертке к (4.65), будем иметь: 
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 Предполагая, что ),,( tyxUij  допускает разложение в 
ряд по фундаментальным функциям )( yijmnψ  однородной 
задачи и используя обратные преобразования Фурье и 
Гринберга, находим решение поставленной задачи в виде:  
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∞
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π
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1 1m n
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L
myttyxU sin)()(),,( .   (4.67) 

 
 После определения вида функции ),,( tyxUij  исполь-
зуя условия (4.56), можно найти неизвестные дебиты νijq . 
Подставляя найденные значения дебитов в (4.67), оконча-
тельно определяем давление в каждой зоне соответствую-
щего пласта. Рассмотрим поведение решения поставленной 
выше задачи (4.52)-(4.56) для однородных начальных и 
граничных условий в случае, когда пласт состоит из двух 
зон с разными коэффициентами проницаемости. При этом 

121 == MM , qqq == 2111 , qqq == 2212 , bbb == 21 . 
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erfx  - функция ошибок Гаусса. 
 Собственные функции соответствующей задачи 
имеют вид:  
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Коэффициенты mniB 1  определяются из условия нор-

мированности функций )( ymni1ψ  и )( ymni2ψ  в следующем 
виде:  

.
2
2sin

sin
sin

2
2sin

2

2/1

)(
2

2
)(

2
1

2
)(

2
2

2

1
)(

1
2

2

)(
1

1
)(

1
1

1

1
1

−

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

i
mn

i
mn

i
mni

i
mni

i
mn

i
mn

i

i
mni

hhH
h
hK

h
hKB

μ
μ

μχ
μ

μ
μ

χ

 

  
Собственные числа )(i

mn2μ  определяются из следую-
щих трансцендентных систем:  
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    (4.70) 

 
В этом случае решение задачи (4.62)-(4.63) имеет вид:  
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В частности, при 01 21 =μ=μ , , будем иметь  
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 Учитывая, что crxx += 1 , 1yy = , из (4.71) получим: 
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 В этом случае 2111 qq ,  определяются из условий 

Qqq =+ 2111 , 2111 cc UU =  в виде  
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  (4.73) 

 
Здесь  

),( 21==Φ iqg nimnimn . 
 

 По формуле (4.73) проведены численные расчеты и 
построены соответствующие кривые на основании данных:  
 

1500=L  м; 1000=H  м; 6001 =h  м; 4001 =x  м; 4001 =y ; 

0q
qq
*

* = ; 
0t
tt = ; 5=t  час; 1 сум; 6 мес.; 1 год; 
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002101 ,=δ  (МПа⋅сек)-1/2, 200 ,=m ; 4
0 10−=μ  Пас; 

310−=βж  МПа-1; 20,* =K ; 
11

12

K
KK =* . 

 Из графика видно, что с увеличением значения вре-
мени стабилизация расхода происходит через некоторое 
время после начала стадии разработки. 
  

 
 

В начальной стадии разработки кривая 2 (с учетом 
ползучести) выпуклая, а с течением времени она асимпто-
тически приближается к оси t . 
 Из графиков видно, что с увеличением значения вре-
мени стабилизация расхода жидкости для кривой (без учета 
ползучести) происходит более плавно, чем для кривой 2 (с 
учетом ползучести). 
 С увеличением времени безразмерный дебит убыва-
ет, что объясняется замкнутостью пласта. 



Г.И.Джалалов, М.А.Дунямалыев, М.Г.Ханбабаева  

 126 

4.6. О решении интегро-дифференциальных            
уравнений фильтрации жидкости                                   

с учетом ползучих сред 
 

 Рассматривается задача о нестационарной фильтра-
ции жидкости в неоднородном закрытом пласте с учетом 
ползучести среды и при наличии на забое скважин непол-
ной песчаной пробки. 
 Поставленная задача имеет следующую математи-
ческую постановку: найти в области  
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решение системы интегро-дифференциальных уравнений 
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при следующих начальных  
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    (4.76) 

условиях. 
 Здесь ),,( tzrPPU jj −= 0 , 11

0
1

0
−−− βμ=χ mj mK , 1K , 2K , h  и 

1h  - проницаемости и мощности пласта и песчаной пробки.  
 На общей границе пласта давление задается в виде:  
 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π−

π
+== ∑

=

=

≤≤

=

≤≤
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h
jaUUU
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1
0201

11
.  (4.77) 

 
 Применяя для решения поставленной задачи (4.74)-
(4.76) конечное косинус-преобразование Фурье [84] по 
переменной z  с ядром zmμcos , zmλcos , получим:  
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,)]([exp
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где  

∫∫ λ=μ=
h

mm

h

mm dzUUzdzUU
0

22
0

11 cos,cos , 
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j . 

 
 Начальные и граничные условия (4.75)-(4.76) 
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 После использования нами преобразования Лапласа, 
задача (4.78)-(4.80) примет вид:  
 

01
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где   

),( 21
0

== ∫
∞

− jdteUU St
jjm , 
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 Решение задачи (4.81)-(4.83) в классе изображений 
имеет вид:  
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 (4.84) 

 
здесь 00 KI ,  - Бесселевы функции мнимого аргумента 
первого и второго рода. Так как точный переход от Лапла-
совых изображений к оригиналам представляет большую 
математическую трудность, то ограничимся приближенным 
решением. Используя метод Тер-Хаара о приближенном 
обращении преобразования Лапласа и обратное преобра-
зование Фурье, получим:  
 

∑
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mm ztrU
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2
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m
mm ztrU

h
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h
U cos),(),( ,  (4.86) 

 
),( trU jm  - является приближенным обращением преобразо-

вания Лапласа функции jmU :  
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где 
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 Коэффициенты ja  определяются из следующих ин-
тегральных  соотношений:  
 

∫∫

ν

−ν =

ν

−ν = ∂
∂

=
∂
∂ n

h

n

h rr

n
h

n

h rr

dz
r

UKdz
r

UK
cc

1

1

1

1 1

2
2

1

1
1

)()(

.  (4.89) 

 
 При помощи формулы (4.85)-(4.86) можно опре-
делить давление в любой точке пласта для любого момента 
времени. 
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4.7. Математическое  моделирование                          
фильтрации   жидкости  в средах                                    
с различными ядрами ползучести 

 
Деформационные свойства горных пород существенно 

влияют на фильтрацию жидкости и газа в пористых (или 
трещиноватых, трещиновато пористых) средах. Экспери-
ментальному исследованию деформационных свойств неф-
тесодержащих пластов в связи с фильтрацией в них жид-
костей и газов посвящено большое количество работ. 

Проведенные исследования показывают, что связь меж-
ду деформацией и напряжением имеет релаксационный ха-
рактер, что свидетельствует о необходимости учета в рас-
четах фильтрационных течений запаздывающего характера.  

В данном параграфе рассматривается задача о притоке 
жидкости к скважинам в ползучей среде с учетом различ-
ных ядер ползучести. 

Исследование свойств ползучести горных пород осно-
вано на опытных данных с развивающими во времени 
значениями деформации и напряжения. 

Задача изучения закономерностей деформирования ма-
териалов во времени является сложной и требует глубоких 
теоретических и лабораторных исследований. 

Учет ползучести различных грунтов при фильтрации 
жидкости и газа, описываемой интегро-дифференциальным 
уравнением, характеризуется определенной зависимостью 
между деформацией и напряжением. Ядро этого интегро-
дифференциального уравнения называется ядром ползу-
чести. 

Укажем некоторые аналитическое виды ядра ползу-
чести: 

- ядро Л.Больцмана: 

τ−
=τ

t
atL ),( , 
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a - постоянная; 
-экспоненциальное ядро: 
  

)(),( τ−λ−θ=τ tetL ,  const=λ . 
-ядро Абеля: 
 

α−τ−δ=τ )(),( ttL , 
 

δα, - постоянные, 10 <α< ; 
 

- ядро Ф.Р.Ржаницына: 
 

α−

τ−−

τ−
=τ 1

)(

)(
),(

t
AetL

tc

, 

α,,cA - постоянные; 
 

- ядро Ю.Н.Работнова: 
 

[ ]∑
∞

=
+γ

−γ

+λτ
−=

0
)1(

1

)1(
)1()(

n
n

m
n

òÃ
tttR , 

 
где 10 ≤γ< , 1τ - время релаксации; Ã - гамма функция и др. 

Представляет интерес при одних и тех же условиях дать 
сравнительный анализ полученных решений с учетом 
различных видов ядер, учитывающих ползучесть пласта.  

Пусть в бесконечном ползучем пласте работает прямо-
линейная галерея. Требуется найти в любой точке пласта 
распределение давления, вызванного пуском такой галереи. 

Поставленная задача имеет следующую математичес-
кую постановку. Найти в области ( )+∞<≤ x0  решение ин-
тегро-дифференциальных уравнений типа свертки; 
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),()(1 ,               (4.90) 

 
при следующих начальных 
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xtxU t 0,0),( 0                                         
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0,
0
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μ

−=
∂
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=

x
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U
hK
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граничных условиях. 

Здесь  
 

),(),( 0 txpptxU −= ,   
1

1, ,
m m

K a
m

χ
μ β β

= =  

 
h - мощность пласта; Q - дебит галереи. 

Применяя для решения задачи (4.90) - (4.91) преобраз-
ование Лапласа по времени, получим в пространстве 
изображений следующую задачу: 

 

[ ] 0)(1 12

2

=+
χ

− UsRas
dx

Ud .   (4.92) 

 

   0,
0

=
μ

−=
∂
∂
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U
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Q
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U ,   (4.93) 

 
где  

∫
∞

−=
0

),(),( dtetxUsxU st ,      ∫
∞

−=
0

)()( dtetRsR st . 
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Решение уравнения (4.92) при условии (4.93) имеет вид: 
 

)(
))(exp(),(

s
s

Kh
QsxU

ϕ
ϕ−

⋅
μ

= ,                             (4.94) 

где   [ ])(1)( 1
2 sRass +

χ
=ϕ . 

Рассмотрим различные случаи: 
1.Ядро ползучести представляется в виде экспоне-

нциальной функции: 
 

[ ])(exp)( 1 τ−γ−=τ− tmtR , 
 

где 1m  - параметр ползучести, 01 >m , 1−γ - время релаксации 
породы. 
 В этом случае решение задачи (4.92) - (4.93) будет в 
виде: 

)(
))(exp(),(

s
s

Kh
QsxU

ϕ
ϕ−

⋅
μ

= ,                            (4.95) 

 

здесь 
γ+
γ+

χ
=ϕ

s
sass )(1)(

2
2 . 

 
Используя метод Тер-Хаара о приближенном обра-

щении преобразования Лапласа, получим: 
 

)1(
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)(1exp

),(

tt
ta

x
tt

ta

Kh
QtxU

γ+χ
γ++

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

γ+χ
γ++

−
μ

= .    (4.96) 

 
Если в формуле (4.96) принять 0=x , то найдем 
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значение переменного безразмерного забойного давления в 
виде: 

ta
tttPc )(1
)1()(
γ++
γ+χ

=Δ ,     (4.97) 

где  

æ

c
c

ma
Q

tPPkhtP
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μ
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=Δ 10 ,))(()( . 

 
2. Ядро ползучести представляется в виде ядра Абеля: 
 

1( ) .R t
t
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В этом случае (4.94) имеет вид: 
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s
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ψ
ψ−

⋅
μ
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где   ( )
æ

bsbss
β
δ

=⋅π+
χ

=ψ 12 ,1)( . 

Используя метод Тер-Хаара, из (4.98) имеем: 
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Если в формуле (4.99) принять 0=x , тогда получим 

безразмерный перепад давления в виде: 
 

tb
tPc
π+

χ
=Δ

1
.                           (4.100) 
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По формулам (4.97) - (4.100) проведены численные рас-
четы при следующих данных: 

 
;05,0;105;1014,3 38

1 =χ⋅=β⋅= −−
æm  67

1 103,4;1068;0021,0 −− ⋅=γ⋅==δ a . 
;102592;1018;1036 332 ⋅⋅⋅=t   333 1062208;1031104;1015552 ⋅⋅⋅ . 

 
Результаты представлены в таблице. 

Таблица. 
Изменение давления в зависимости от времени для 

различных ядер. 
 

t  1P  2P  21/ PP  
3600 13,25756 2,028585 6,535374462 

18000 28,42859 3,052793 9,312320523 
2592000 229,9396 10,62574 21,6398758 
15552000 551,3402 16,63447 33,14445228 
31104000 777,9566 19,78286 39,32478664 
62208000 1098,947 23,52678 46,71048799 
 
Приведенные расчеты показывает, что для фиксирован-

ного значения времени разработки перепад давления, при 
прочих равных условиях, при экспоненциальном ядре 
меньше, чем при степенном. 

При этом установлено, что при решении подобных 
задач параметры, входящие в гидродинамическую модель 
процесса фильтрации и характеризующие ползучесть плас-
та, для каждого конкретного случая должны определяться 
экспериментальным (промысловым) путем или решением 
обратных задач. 
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4.8. Решение уравнения фильтрации  
в неоднородной  среде с учетом ползучести  

 
 В данном параграфе  решается задача о фильтрации 
жидкости к скважинам в неоднородном конечном пласте с 
учетом ползучести сред. Каждый пласт  разрабатывается 
соответственно 1N  и 2N  несовершенными скважинами, 
которые расположены в точке )2,1,,1(),( ==θ jNir jjiji . Пос-
тавленная задача с помощью обобщенных функций имеет 
следующую математическую постановку: найти в области  
 

{ }1211 0,20, hzRrRD ≤≤π≤θ≤≤≤= , 
 

{ }hzhRrRD ≤≤π≤θ≤≤≤= 1212 ,20,  
 

решения системы интегро-дифференциальных уравнений 
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 (4.101) 

 
при следующих начальных и граничных условиях 
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на общих границах имеем условия: 
 

( )+∞<π≤θ≤≤≤

∂
θ∂

=
∂
θ∂

θ=θ

==

==

tRrR

z
tzruK

z
tzruK

tzrutzru

hzhz

hzhz

,20,

),,,(),,,(

,),,,(),,,(

21

2
2

1
1

21

11

11

  (4.103) 

 
 На функции ),,,( tzru j θ  по аргументу «θ» задается 
условие периодичности 
 

)2,1(),,,(),,2,( =θ=π+θ jtzrutzru jj .     (4.104) 
 

),,0,20,( 211121 +∞<∈≤≤∈≤≤π≤θ≤≤≤ tDzhzhDzhzRrR  
Здесь ),,,(),,,( 0 tzrPPtzru jj θ−=θ . На функции ),,( zrf θ , 
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),,( tzf j θ , ),,(,),,( trtz jj θψθϕ  ),( 21=j  налагаются условия, что 
они должны быть абсолютно интегрируемы по переменным 

),,( zr θ  и непрерывно-дифференцируемы по переменной t . 
 Для решения поставленной задачи (4.101)-(4.104), 
применяя конечное синус-преобразование Фурье по пере-
менной «θ» с ядром )sin( θm  и конечное преобразование 
Ханкеля, учитывая фильтрирующие свойства дельта-функ-
ции Дирака, получим: 
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    (4.105) 
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 Ядро преобразования Ханкеля )( rV mnmn λ  имеет вид: 
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mnλ  - является корнем характеристического уравнения 
 

021112111 =λλ−λλ ++++ )()()()( RJRYRYRJ mnmmnmmnmmnm , 
 

mm YJ ,  - функции Бесселя m -го порядка первого и второго 
рода. 
где  
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 (4.107) 

 
  
 Применяя метод собственных функций Г.А.Грин-
берга [3] к задаче (4.104)-(4.106), получим задачу типа 
Коши: 

)()()()(
)(

0
2 tFtdtR

dt
d

dt
td

mnvmnvmn

t

mn
mnv =Φλ+ττΦτ−+

Φ
∫ ν ,  (4.108) 
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 Собственные функции )(zjmnvv  )2,1( =j  имеют вид 
 

)(cos
cos
cos)(

,cos)(

2
22

11
12

111

zh
h
hCz

zCz

mnv
mnv

mnv
mnvmnv

mnmnvmnv

−μ
μ
μ

=

μ=

v

v
  (4.110) 

 
 Собственные числа jmnvμ  ),( 21=j , соответствующие 
задаче Штурма-Лиувиля, определяются из следующих 
трансцендентных систем уравнений: 
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 Коэффициенты mnvC1  - определяются из условия 
нормировки функции )(1 zmnvv  и )(2 zmnvv   в области 1D  и 2D  
в виде:  



Моделирование процессов фильтрации флюидов в пористых средах 

 143

2/1

2

22
2

22
2

11
2

11
1

11 2
2sin

cos
cos2sin

2
12

−

ν

ν

ν

ν
ν

ν
ν

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ
μ

+
μ
μ

+μ
μ

+
χ

=
mn

mn

mn

mn
mn

mn
mn

hh
h
hhhC . 

 
 Используя преобразование Лапласа, получим реше-
ние задачи (4.108)-(4.109) в классе изображений в виде:  
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 Так как точный переход от лапласовых изображений 
к оригиналам представляет большую математическую труд-
ность, то ограничимся приближенным решением. Исполь-
зуя метод Тер-Хаара [5] о приближенном обращении преоб-
разования Лапласа и обратное преобразование Фурье и 
Ханкеля, получим решение задачи (4.101)-(4.103) в виде:  
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где      
ννν α+α+α
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 Полученное решение (4.113) является разложением 
функции давления в ряд по собственным функциям 
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)2,1()(v =jzjmnv , который сходится абсолютно во всех 
рассматриваемых замкнутых областях. Из полученных ре-
шений (4.113), принимая jij rrr θ=θ+= , , получим  забой-
ные давления. Если 021 == mm , то получим решение задачи 
для упругого режима.  
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Глава V. 
ЭФФЕКТИВНОСТЬ РАЗЛИЧНЫХ СИСТЕМ 

ЗАВОДНЕНИЯ В УСЛОВИЯХ ДЕФОРМИРУЕМОГО 
ОДНОРОДНО-АНИЗОТРОПНОГО ПЛАСТА 

 
5.1. Изучение влияния анизотропии проницаемости       

на коэффициент охвата 
 

Как отмечено во введении, одним из факторов, влияю-
щих на показатели процесса разработки нефтяных месторож-
дений, является анизотропия пластов по проницаемости.    

Исследованиями фильтрации жидкостей в анизотроп-
ных по проницаемости гранулярных средах занимался це-
лый ряд авторов. Обзор этих работ можно найти. 

Исследования в этой области показали, что свойством 
анизотропии по проницаемости, в основном, обладают тре-
щиноватые пласты, проницаемость которых зависит не толь-
ко от направления фильтрации, но и от пластового давления. 

Простейшие фильтрационные потоки в анизотропных 
деформируемых коллекторах изучались в работах Е.С.Ром-
ма, Г.И.Джалалова и др. 

В данной главе с применением метода электромоде-
лирования решены задачи фильтрации жидкости к скважи-
нам при различной системе их расстановки в деформи-
руемом анизотропном пласте. 

Из-за сложности и трудоемкости получения аналити-
ческого решения, в данной работе приводятся полученные с 
помощью методов ЭГДА результаты исследований влияния 
анизотропии проницаемости на коэффициент охвата за 
безводный период при площадном заводнении деформи-
руемого анизотропного пласта, проницаемость которого 
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зависит от угла ориентации и динамического пластового 
давления. При этом предполагается, что фильтрация жид-
кости подчиняется нелинейному закону. Взаимно перпен-
дикулярные главные оси тензора анизотропии совпадают с 
осями координат х, y. Угол между осями x и x  равен υ , 
экстремальные начальные значения проницаемости в 
направлениях x, у различны (рис.5.1). 

В этом случае установившееся движение жидкости 
будет описываться следующим нелинейным дифферен-
циальным уравнением [34]: 
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где )(),( PkPk yx  - функции проницаемости в направлении 
оси x  и y  соответственно: 00 , yx kk  - начальные значения 
проницаемости в направлении осей x , y при 0PP = : 
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)(),(),(),( 00 PPPP ρμρμ - значения вязкости и плот-

ности жидкости, соответственно, при текущем и начальном 
пластовом давлении. 

0P  - начальное пластовое давление. Считая, что закон 
изменения проницаемости от пластового давления по 
каждой координате одинаков, т.е. )()()( PfPkPk yx ==  и 
вводя функцию 
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ρ    (5.2) 
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после применения изотропизирующей деформации прос-
транства, уравнение (5.1) можно представить в виде урав-
нения Лапласа: 

скв. № 1 скв. № 2

скв. № 4
скв. № 3

А 

y 

x 0

α 

a 

β 
x 

y 

1

2

4

3

cr 
c 

cr 
δ =30 0

 
Рис. 5.1. Пятиточечная система расстановки 

скважин при °= 30δ  до афинного преобразования 
(квадрат) и  после (параллелограм). 
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где  ,,, 4 00
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xy kkCy

C
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Линейные размеры характерных отрезков 00 , yx , взя-

тых соответственно по осям Oх, Oу в плоскости ηξO , 
преобразуются по формулам (рис.5.2): 
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Угол γ  определяется из совместного решения уравнения 
прямых А1В1 и А1D1 (рис.5.2): 
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Были рассмотрены пятиточечная, семиточечная и 

девятиточечная системы площадного заводнения соответ-
ственно с расстоянием между скважинами 1000 м; 621,25 м; 
500 м. Расстояния между скважинами выбирались из 
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условия равенства площадей элементов соответствующей 
системы заводнения. 

 
При различных значениях степени анизотропии 00 / yx kk  

угла ориентации главных осей тензора анизотропии прони-
цаемости с учетом выражений (5.5) и (5.6) были скон-
струированы электрические модели преобразованных эле-
ментов. Количество электрических моделей соответство-
вало количеству рассмотренных случаев. 

При моделировании приняты следующие исходные 
данные: шаг модели М = 100 м, 10 =ρ ,  1)( =Pμ , 1)( =Pρ , 
радиус скважин 1,0=r  м, перепад давления между нагнета-
тельной и эксплуатационной скважинами  200=ΔP  ат, 

A 

B C 

D 

y y 

B C 

D A 
1

1 1

1
γ 

x 

x 

Рис. 5.2. Карта фильтрационного потока для элемента 
пятиточечной системы расстановки скважин.

соответственно линии равных давлений, 
линии тока и положение ВНК.
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отношение мощности h пласта и вязкости нефти 0μ  
составляет  4102 ⋅  м/Па⋅сек. На границе области течения 
задавались условия непроницаемости. 

По правилам электрического моделирования (17, 31) 
снималось гидродинамическое поле. Строилось положение 
водонефтяного контакта на определенное время. Далее по 
формуле (2.3) определялся коэффициент охвата. 

Характер распространения фронта закачиваемой воды 
для всех систем расстановки скважин рассмотрен до 
момента обводнения первых скважин. Для примера на 
рис.5.2 показано положение этого фронта для пятиточечной 
системы расстановки скважин для случая, когда 
 

°== 30;/ 00 δgkk yx  
 

На рисунках 5.3 и 5.4 для рассмотренных систем пло-
щадных заводнений соответственно показаны зависимости 
коэффициента охвата от угла ориентации главных осей 
тензора анизотропии проницаемости. 

На рис.5.3 видно, что для пятиточечной системы рас-
становки скважин с ростом δ  от 0° до 45° коэффициент 
охвата уменьшается для всех значений степени анизотро-
пии. Наибольший коэффициент охвата получается в случае, 
когда  δ =0° и 90°, а минимальный - при  δ = 45°. 

Для девятиточечной системы площадного заводнения 
наибольший коэффициент охвата получается при δ =30° 
или 60°. Минимальная величина коэффициента охвата 
достигается при δ = 0° и 90° . 

Семиточечная система характеризуется тем, что мак-
симальная величина коэффициента охвата достигается при 
δ =0° или 60°, а при δ =30° коэффициент охвата имеет 
наименьшее значение. 
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Рис. 5.3. Зависимость коэффициента охвата от угла 
ориентации при различной степени анизотропии  
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соответственно для пятиточечной, девятиточечной и 
семиточечной систем расстановки скважин 
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Рис. 5.4. Зависимость коэффициента охвата от степени 

анизотропии для различных углов ориентации: 
.15.3;45.3;30.2;0.1 °=′°=°=°= δδδδ  

 
 

 
cоответственно для пятиточечной, девятиточечной и 

семиточечной систем расстановки скважин 
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Сравнительный анализ показал, что наибольший коэф-
фициент охвата дает пятиточечная система, в случае, когда   
δ =0° или 90°. 

Из сравнения результатов, представленных на рис.5.4, 
можно заключить, что для всех рассмотренных систем за-
воднения в анизотропной среде коэффициент охвата мень-
ше, чем в изотропной. Только в пятиточечной системе 
заводнения для  δ =0° или 90° коэффициент охвата в ани-
зотропной среде может быть больше коэффициента охвата в 
изотропной среде. 

Более резкое изменение коэффициента охвата полу-
чается при 

0

0

y

x

k
k < 1,       чем при     0

0

y

x

k
k >1. 

Зависимость проницаемости от давления не влияет на 
форму водонефтяного контакта и коэффициент охвата. 
Положение контура и коэффициент охвата будут такими 
же, как и при недеформируемой анизотропной трещино-
ватой среде, но время продвижения контура нефтеносности 
будет иным. Отношение времени перемещения ВНК в де-
формированной трещиноватой анизотропной среде к вре-
мени в недеформированной анизотропной трещиноватой 
среде при любых видах зависимости проницаемости от дав-
ления будет определяться по формуле [34]: 
 

c

cP
t
t

ΔΦ
Δ

=
.н.g.т

.g.т ,                     (5.7) 

 

где ..g.тt , .н.g.тt  - соответственно время продвижения ВНК в 
деформируемых и не деформируемых трещиноватых средах 

        dP
P

PPfk

c

P

P
c ∫=ΔΦ

)(
)()(

μ
ρ     (5.8) 
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Таким образом, для различных систем площадного за-
воднения однородно-анизотропного деформируемого тре-
щиноватого пласта с помощью электрической модели изу-
чены некоторые вопросы перемещения ВНК и определены 
коэффициенты охвата по площади к моменту прорыва воды 
в эксплуатационные скважины. 

Результаты экспериментов показывают, что при разра-
ботке деформируемых анизотропных трещиноватых плас-
тов пятиточечная система площадного заводнения приводит 
к лучшим технологическим показателям, чем семиточечная 
и девятиточечная. 

Предложена простая аналитическая формула, связы-
вающая время продвижения ВНК в однородно-анизотроп-
ном трещиноватом деформируемом и недеформируемом 
пластах при любом виде зависимости проницаемости от 
пластового давления. 
 
 

5.2. Влияние степени и угла ориентации анизотропии          
по проницаемости деформируемой                                  

среды на дебит скважин 
 

В этом параграфе приводятся результаты расчетов по 
определению дебита скважин в деформируемом анизотроп-
ном пласте при исходных данных, приведенных в преды-
дущем параграфе. 

На рис.5.5 даны зависимости 
из

ан

Q
Q   от угла ориентации 

анизотропии δ  при различных значениях  
y

x

k
k  для скважин 

№ 1 и № 2, которые находятся в отличающихся друг от 
друга условиях относительно значения проницаемости. 
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Рис. 5.5. Зависимость отношения 

из

aн

Q
Q  от угла 

ориентации °δ  при пятиточечной системе расстановки 
скважин 

Кривые 1,4,9 построены соответственно для скважин 

1,4,2 при 25=
y

x

k
k

;  кривые 2,5,8 построены соответственно для 

скважин 1,4,2 при 9=
y

x

k
k

; кривые 3,6,7 построены 

соответственно для скважин 1,4,2 при 4=
y

x

k
k
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Из рисунка видно, что с ростом угла ориентации дебит 
скважины № 1 уменьшается, суммарный дебит – увеличи-
вается. 

На рис.5.6 показана зависимость 
из

ан

Q
Q  от степени ани-

зотропии 
y

x

k
k  для различных значений угла ориентации. 

Как, видно из графиков, с ростом степени анизотропии 
при всех значениях δ >0 для скважины № 2 происходит 
увеличение дебита, в то время как дебит скважины № 1 и 
суммарный дебит уменьшаются. 

При δ =0 максимальное значение дебита скважины 

получается при 
y

x

k
k =1. 

Для девятиточечной системы расстановки скважин 
форма элемента до и после преобразования будет аналогич-
на пятиточечной, только между угловыми эксплуатацион-
ными скважинами размещено еще по одной скважине. 

Для этого элемента зависимость 
из

ан

Q
Q  от угла ориента-

ции степени анизотропии показана соответственно на 
рис.5.7 и 5.8. 

Из рисунков можно заключить, что для указанной 
системы расстановки скважин суммарный дебит не зависит 
от угла ориентации анизотропии, а с ростом степени 
анизотропии он постепенно уменьшается. 

Элемент семиточечной системы после вышеуказанных 
преобразований будет иметь вид, показанный на рис.5.9. 
Для этой расстановки скважин зависимости безразмерных 
дебитов yx kk /  от угла ориентации и степени анизотропии 
показаны на рис.5.10. 
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Рис. 5.6. Зависимость отношения 

из

aн

Q
Q  от 

y

x

k
k  при 

пятиточечной системе расстановки скважин. 
Кривые 3,4,5,12,13,14 построены соответственно для 

скважин 1,2,4 при °=° 0δ ;  кривые 1,6,8,10,15,17 построены 
соответственно для скважин 1,4,2 при °=° 30δ ; кривые 

2,7,9,11,16,18 построены соответственно для скважин 1,4,2 при 
°=° 45δ ; кривые 91÷  для анизотропной деформируемой среды; 
кривые 1810 ÷ для анизотропной пористой среды
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Рис. 5.7. Зависимость отношения 

из

aн

Q
Q  от угла 

ориентации °δ при девятитоценной системе расстановки 
скважин. 

Кривые 1,4,11,12 построены соответственно для скважин
2,1,5,3 при 25/ =yx kk ; кривые 2,5,6,10 построены соответ-

ственно для скважин 2,1,3,5 при 9/ =yx kk ; кривые 3,7,8,9 

построены соответственно для скважин 2,1,3,5 при 4/ =yx kk  
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Рис. 5.9. Зависимость отношения 

из

aн

Q
Q  от угла 

ориентации °δ  при семиточечной системе расстановки 
скважин. 

Кривые 1,3,8,12 построены соответственно для скважин 
3,2,4,1 при 25/ =yx kk ; кривые 2,4,7,11 построены соответ-

ственно для скважин 3,2,4,1 при 9/ =yx kk ; кривые 5,6,9,10 

построены соответственно для скважин 3,2,4,1 при 4/ =yx kk
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Зависимости даны для скважин №№ 1,2,3 и 4. Харак-
терной особенностью этих зависимостей для семиточечной 
системы заводнения относительно пяти- и девятиточечной 
является то, что только при °= 0δ  происходит плавное сни-
жение суммарного дебита с увеличением степени анизо-
тропии. 

Для других же углов ориентации с увеличением отно-
шения происходит вначале уменьшение суммарного дебита, 
а затем его увеличение. 

Анализ результатов экспериментов показал: 
- с увеличением степени анизотропии суммарный де-

бит для всех систем заводнения уменьшается, 
- с ростом угла ориентации анизотропии суммарный 

дебит для пятиточечной системы увеличивается, для девя-
титочечной не изменяется, для семиточечной в зависимости 
от степени анизотропии может увеличиваться или умень-
шаться. 

Зависимость проницаемости от давления значительно 
влияет на производительность скважин. Для всех рассмот-
ренных вариантов отношение дебита скважины в деформи-
руемой среде к дебиту в гранулярной среде определяется по 
формуле: 

      

             
P

e
Q
Q P

пор

ТР

Δ
−

=
Δ−

α

α1

.

.     (5.9) 

 
При наших исходных данных разница в дебитах во 

всех рассмотренных вариантах составляет 47%. 
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5.3. Исследования условий ограничения 
подвижности газонефтяного контакта в                  

деформируемом пласте 
 

При разработке нефтегазовых залежей, сопровож-
дающейся наличием в нефтяной оторочке водонагнетатель-
ных и эксплуатационных скважин, для обеспечения неде-
формируемости газонефтяного контакта (ГНК) целесообраз-
но устанавливать необходимое соотношение между деби-
тами нагнетательного и эксплутационного ряда скважин. 

Характер деформации ГНК и прорыва газа в эксплу-
атационный ряд скважин зависит в данном случае от место-
положения скважин, фильтрационных свойств флюидов, 
соотношения между количеством нагнетаемой в пласт воды 
и добытой нефти и т.д. Важно, что во всех случаях ранний 
прорыв газа приводит к снижению нефтеотдачи пласта. 

В литературе на основании численного моделирова-
ния были изучены условия деформации ГНК при пуске в 
эксплуатацию нефтяных скважин и показаны характерные 
особенности этого процесса для условий однородного 
пласта. 

Представляет интерес на основе аналитического ре-
шения обобщитъ эти исследования на предмет учёта анизо-
тропии по проницаемости деформируемого пласта [34]. 

Предполагается, что в деформируемом анизотропном 
по проницаемости, ограниченном, полосообразном пласте 
постоянной мощности работают нагнетательный и эксплуа-
тационный ряды скважин (рис 5.8). На контуре ГНК прини-
мается постоянное значение давления.  

Проницаемости в направлении оси х и у, а также 
плотности и вязкости флюидов считаются заданными функ-
циями давления [1, 2, 27 и др.]. 
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Требуется исследовать характер деформации ГНК, 
вызванного работой нефтяных скважин. 

Математически указанная задача сводится к реше-
нию уравнения (5.1), в случае °= 0δ , при следующих 
граничных  условиях: 

 

0=
∂
∂

±= δyy
P                                                   (5.10) 

 

00 =
∂
∂

=xx
P ,      kLx PР ==                             (5.11) 
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Рис.5.11. Размещение скважин при разработке 

нефтегазовых залежей 
х – нагнетательные;  о - добывающие 

 



Моделирование процессов фильтрации флюидов в пористых средах 

 165

Считая, что изменения физических параметров жид-
кости и породы от давления подчиняются экспоненциаль-
ному закону  

[ ] [ ]
[ ] ;)(exp)(

;)(exp)(;)(exp)(

0

00

PPP

PPPPPPf k

−=

−=−=

μ

ρ

αμ

αρα
 

 
решение задачи (5.1), (5.10)-(5.11), используя метод разде-
ления переменных, можно представить в виде: 
 

                       [ ]),(1ln1),( ηξαϕ
α
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Здесь ;; Кyx ⋅== ηξ .;0

0

К
k
kK

y

x ⋅== δδ ,  α = αк + αр + αμ , 

где αк, αр, αμ - коэффициенты изменения, соответственно 
проницаемости, плотности и вязкости от давления, которые 
определяются опытным путём, А, В, Аm, Вm-известные 
коэффициенты. 

Используя (5.12) и при η =0, η = δ  находя соответ-
ственно значения скорости по главной и нейтральной 
линиям тока и приравнивая выражения модулей скоростей 
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фильтрации, определим значение соотношения дебитов наг-
нетательных и эксплуатационных рядов скважин, при кото-
рых ограничивается деформация ГНК: 

              

)(

)(

2

1

l

l

−

−
==

LSh

LSh
S

q
q

э

н

δ
π
δ
π

                               (5.14) 

Средневзвешенное давление на линии эксплуатаци-
онного ряда скважин будет определяться по формуле 

         ηdηξP
δ

P
δ

cp ∫=
0

),(2                                         (5.15)               

Подставляя значения S из (5.14) в (5.15), получим 
значения средневзвешенного давления на линии эксплуата-
ционного ряда для условий ограниченной деформации ГНК. 

По формулам при следующих исходных данных: 
h=10м; ℓ1=100м; ℓ2=500м; δ=150м; Ро=9806600Па; 

rс=0,1м; qэ=0,868 кг/сек; ρ=869кг/м3;                            
Коу=0,505.10-13м2;  µ=10-3Па.с 

проведены расчёты, результаты которых представлены 
ниже. 

На рис. 5.12 показано относительное распределение 
скоростей фильтрации вдоль линии ГНК при различных 
значениях коэффициента анизотропии пласта при фиксиро-
ванном расположении скважин и равенства   qн=qэ (S=1). 

Кривые 1, 2 и 4 соответствуют анизотропному плас-
ту, а кривая 3 – изотропному.  

Как видно из рис. 5.12 по главной линии тока проис-
ходит внедрение газа в нефтяную область, а по нейтраль-
ной-внедрение нефти в газовую область. При этом скорость 
фильтрации по главной линии (у=0) по абсолютной вели-
чине всегда выше, чем по нейтральной. На рисунке видно, 
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что чем выше значение коэффициента анизотропии «К», 
тем выше значение скоростей на ГНК. 

 Из рис. 5.12 далее следует, что чем меньше коэффи-
циент анизотропии, тем меньше деформация ГНК. 

Отметим, что при S>1 график распределения скорос-
тей без изменения сместится в сторону газовой области, а 
при  S < 1 - в сторону нефтяной области. 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.5.12. Распределение скоростей фильтрации линий ГНК 

1 – К=0,5; 2 – К=0,8; 3 – К=1; 4 – К=1,2 
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На рис. 5.13 показано отношение скоростей на ней-
тральной и главной линии тока в зависимости от расстояния 
между эксплуатационным рядом скважин и ГНК при 
различных степенях анизотропии. Как видно из рисунка, с 
увеличением расстояния ГНК от эксплуатационной батареи 
деформация уменьшается. Из рис. 5.13, кроме того, видно, 
как и ранее, что чем больше коэффициент анизотропии, тем 
деформация выше, но с увеличением расстояния между 
ГНК и эксплуатационным рядом она уменьшается. 

Из приведённого выше мы определили степень и 
характер мгновенной деформации ГНК в зависимости от 
анизотропии и расстояния между эксплуатационным рядом 
и ГНК. Эти результаты были получены при qн=qэ. Из общих 
рассуждений ясно, что изменением соотношения  qн и qэ 
также можно воздействовать на деформацию ГНК. 

 

 
Рис.5.13. Зависимость деформации ГНК от расстояния 

между эксплуатационным рядом скважин и ГНК 
1 – К=0,25; 2 – К=0,5; 3 – К=1; 4 – К=2; 5 – К=4 
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На рис. 5.14 показано изменение 
∋

=
q
qS H , которое 

обеспечивает недеформируемость контакта  при различном 
расстоянии между ГНК и эксплуатационным рядом сква-
жин и при различных степенях анизотропии. 

                                         

 
Рис.5.14. Зависимость параметра от расстояния между 

эксплуатационным рядом скважин и ГНК 
1 – К=0,25; 2 – К=0,5; 3 – К=1; 4 – К=2; 5 – К=4 

 
Из рис. 5.14 видно, что чем больше анизотропия, тем 

выше разница в величинах S, но с увеличением расстояния 
между ГНК и эксплуатационным рядом скважин, разница в 
величинах S уменьшается и на определённом расстоянии их 
значения становятся очень близкими. Отметим, что во всех 
вариантах с изменением расстояния между ГНК и эксплуа-
тационным рядом скважин, S, как и должно быть, стремится 
к 1. 
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Вычислим на основании формулы (5.15) значения 
средневзвешенного давления на линии эксплуатационного 
ряда скважин при различных α при S>1, S=1, S<1 и при α=0 
для S=1. 

В таблице 5.1 даны их значения, откуда видно, что 
их изменение влияет на средневзвешенное давление, однако 
в пределах рассмотренных условий это влияние невелико. 

 
                                                                    Таблица 5.1 
Значения средневзвешенного давления 

на линии эксплуатационного ряда скважин 
 

 α.108 (1/Па) зР (Па)
 5 9866625 

2 10 9865021 
 15 9863354 
 5 9678571 

1 10 9676967 
 15 9675300 
 5 9490517 

0,5 10 9488913 
 15 9487246 

1 0 9679401 
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Глава VI. 
ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ПОКАЗАТЕЛЕЙ РАЗРАБОТКИ МНОГОПЛАСТОВЫХ 

НЕФТЯНЫХ МЕСТОРОЖДЕНИЙ, 
РАЗРАБАТЫВАЕМЫХ СИСТЕМОЙ СКВАЖИН 

 
Обычно нефтяные, газовые и газоконденсатные место-

рождения состоят из нескольких продуктивных пластов с 
разными физико-геологическими характеристиками, которые 
в свою очередь разделяются между собой непроницаемыми 
или мало проницаемыми перемычками. Разработка несколь-
ких продуктивных пластов одним общим фильтром приводит 
как при непроницаемой, так и при малопроницаемой пере-
мычках к быстрому истощению более проницаемых пластов 
и медленному – в менее проницаемых пластах. 

Поэтому при проектировании и анализе разработки 
многопластовых нефтяных месторождений необходимо ре-
шать задачи о взаимодействии пластов,  разделенных мало-
проницаемой перемычкой. Количество перетекающей жид-
кости или в зависимости от параметров пласта и перемычки 
может оказать существенное влияние на показатели раз-
работки. 

Имеется ряд точных и приближенных решений задач 
по схемам Мятиева-Гиринского и Хантуша стационарного и 
нестационарного течения жидкости в пласте с учетом 
утечки через малопроницаемые  перемычки [3, 32, 34 и др.]. 

В тех случаях, когда количество продуктивных про-
пластков больше двух, получение решений с учетом взаи-
модействия скважин в пределах упомянутых схем наталки-
вается на принципиальные трудности. 
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Решения некоторых задач, полученные в данной главе, 
должны быть рассмотрены как точные решения выше ука-
занных задач для любого числа пропластков и зон с разны-
ми проницаемостями. 
 

6.1 Взаимодействие скважин в неоднородных 
полосообразных   пластах со слабопроницаемой кровлей 
 

В настоящем параграфе решается задача притока жид-
кости к прямолинейной батарее равнодебитных скважин в 
ограниченном неоднородном пласте при наличии слабопро-
ницаемой перемычки. Предполагается, что на основании 
исследований скважин и пластов устанавливается законо-
мерность изменения проницаемости по площади. При заме-
не этой закономерности ступенчатой линией, задача прито-
ка жидкости к скважинам в неоднородном пласте, даже при 
наличии утечки ее в другие горизонты, приводится к задаче 
в пласте, состоящем из  нескольких  зон с разными прони-
цаемостями. Батарея эксплуатационных скважин располо-
жена вдоль оси х, над перемычкой поддерживается постоян-
ное давление  Ро, а подошва пласта является непроницаемой 
(рис.6.1). 

Требуется найти решение системы уравнений  [34]: 
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Рис. 6.1.  Расчетная схема протока жидкости к             
батарее скважин в неоднородном пласте                               
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Кг, Кj – проницаемости перемычки и отдельных пластов.  

Применяя метод разделения переменных с учетом 
наличия прямолинейной батареи скважин, решение системы 
уравнений (6.1)  находим в виде [34]: 
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                           2
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mjjm λαμ += , 
 
      −jmjmjj BADC ,,, неопределенные коэффициенты. 

Суммируя выражение ∑
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n
no rK α  по формуле Пуассона 

[63] при условии овy >  и  oву < ,  с учетом граничных 
условий (6.2)-(6.5) из (6.4)  при значениях m=n для 
распределения давления в первой зоне имеем:  
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Если для всех значений n  2
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1 = -коэффициент проницаемости для соблюдения 
размерности. При х=0, у=во+Rc забойное давление у сква-
жины определяется по формуле: 
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Несмотря на то, что ряды  ∑
∞

=1
11 exp1

n
cnn Rμμ   в (6.11) и 

(6.12) расходятся, но в совокупности с другими членами 
они сходятся. 

Из (6.12) можно получить формулу забойного давле-
ния для однородного пласта. Указанным путем можно 
учитывать и влияние неоднородности по проницаемости 
перемычки. Предполагая, что контур нефтеносности нахо-
дится на расстоянии уо в первой зоне, момент прорыва воды 
в скважину для условий осредненного значения давления 
определяется по формуле: 
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По формуле (6.11)-(6.13) проведены расчеты при 
следующих данных: 

 
Q=10-3 ,3

сек
м          b= bг =10м,          bо=200м,        h1=500м, 

 
h2=2h1,            h3=3h1,             σ = 600 м,       Rc=0,1м, 

 
уо=500м,          Ро=Рк=107Па,    μ=0,001Па.сек. 

 
для различных значений Кj. 

Из таблицы 6.1 видно, что при любых фиксированных  
значениях Кj проницаемость перемычки Кг незначительно 
влияет на значение безразмерного забойного давления cp . 

Значение безразмерного давления cp с ухудшением прони-
цаемости перемычки  уменьшается при всех значениях jК . 
Улучшение же проницаемости первой зоны К1, где разме-
щены скважины, способствует увеличению безразмерного 
забойного давления cp . При всех Кг значения этих давле-

ний в процентном отношении относительно 1К  = 0,2 измен-
яются в пределах 2 – 4%. С увеличением проницаемости III 
зоны при  фиксированном Кг, cp  почти не изменяется до 

значения Кг = 10 –5, а начиная со значения Кг=10 –6, cp  с 

увеличением 3К  увеличивается. Значение cp , подсчитан-
ные для средних значений проницаемости Кср.j  и для 
неоднородного пласта, когда изменяется проницаемость 
первой зоны, близки друг к другу. 
 
 
 



Г.И.Джалалов, М.А.Дунямалыев, М.Г.Ханбабаева  

 180 

Таблица  6.1 
 

Результаты расчета безразмерного забойного давления 
 

jК  Кг 1012  м2 

1К
 

2К
 

3К
 

cрК  210− 310−

 
410−  510−

 
610−  710−

600=σ м 
0,2 0,5 1 - 189,0 188,9 184,4 180,2 179,2 179,0 
- - - 0,566 195,9 195,3 192,7 189,4 188,5 188,5 
0,5 0,5 1 - 195,4 194,7 192,3 189,9 189,7 189,7 
0,5 1 0,5 - 195,4 194,7 192,4 188,6 184,4 184,3 
- - - 0,666 196,4 195,9 193,6 190,9 190,2 190,1 
1 0,5 1 - 197,6 197,1 195,1 193,6 193,5 193,5 
0,5 1 1 - 195,4 194,7 192,5 188,4 186,3 186,2 
- - - 0,833 197,2 196,6 194,6 192,8 192,6 192,6 
2 0,5 1 - 198,8 198,3 196,5 195,8 195,6 195,6 
0,5 1 2 - 195,4 194,7 192,7 189,2 187,7 187,4 
- - - 1,166 198,0 197,5 196,6 196,0 195,8 195,8 
5 0,5 1 - 199,5 199,0 197,6 197,4 197,3 197,3 
- - - 2,166 198,9 198,5 197,5 197,1 197,0 197,0 

300=σ м 
0,2 0,5 1 - 191,1 191,0 182,0 173,5 171,7 171,2 
- - - 0,566 196,4 195,2 190,1 183,5 181,7 181,6 
0,5 0,5 1 - 196,0 194,7 189,8 185,1 184,6 184,6 
- - - 0,666 196,9 195,8 191,2 185,8 184,5 184,2 
1 0,5 1 - 197,9 196,8 192,8 189,7 189,7 190,0 
- - - 0,833 197,5 196,4 192,4 188,4 187,6 187,5 
2 0,5 1 - 198,9 198,0 194,4 192,9 192,9 193,1 
- - - 1,166 198,2 197,2 195,4 194,2 193,9 193,9 
5 0,5 1 - 199,5 198,6 195,6 194,9 195,5 195,8 
- - - 2,166 198,9 198,2 196,3 195,3 195,2 195,2 

 
Проведенные исследования при Ро = 9⋅106 Па показали, 

что значения забойных давлений во всех рассмотренных 
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вариантах оказываются ниже (порядка 10%), чем в случае Ро 
= 107 Па. 

Расстояние между скважинами, независимо от значе-
ний Кг и 1К , несущественно влияет на сР . При всех значе-
ниях изменения проницаемости первой зоны с уменьше-
нием Кг при σ =300 м уменьшение значения сР  более за-
метно, чем в случае σ = 600 м. Эти изменения при малых 
значениях 1К  оказываются порядка 10 –12%, а при 
больших – порядка 2 – 3%. 

Из таблицы 6.2 видно, что с уменьшением значения Кг 
безразмерное время движения частицы жидкости τг сущес-
твенно уменьшается. При 51 =К , по сравнению со случаем 

1К  = 0,2 безразмерное время движения частицы жидкости 
уменьшается. Причем это уменьшение наиболее заметно 
при больших значениях К г. С уменьшением значения Кг 
указанная разница почти исчезает. 

Проведенные расчеты показывают, что при всех диа-
пазонах изменения jК , Кг, входящими в формулы суммами 
по сравнению с другими членами можно пренебречь. Эта 
же задача легко обобщается для случая, когда в пласте, 
состоящем из нескольких зон с разными проницаемостями, 
работают прямолинейные батареи скважин. 

 
Таблица 6.2 

Результаты расчета безразмерного времени 
 

jК  Кг 1012  м2 

1К  2К  3К  210− 310− 410−  510− 610− 710−

0,2 0,5 1 10,13 3,81 1,34 0,85 0,78 0,78 
5 0,5 1 3,89 1,68 0,99 0,80 0,78 0,77 
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6.2 Неустановившееся течение жидкости к системе 
скважин в залежах со слабопроницаемой перемычкой 

 
При проектировании систем разработки нефтяных 

месторождений, эксплуатируемых в условиях упругого ре-
жима, используются решения различных задач нестацио-
нарной фильтрации жидкости в пористых пластах. Обычно 
при решении таких типов задач применяется операционный 
метод. Из-за сложности граничных условий и многомер-
ности   задачи  при помощи этого метода во многих случаях  
не удается получить точное решение. В связи с этим в 
данном параграфе рассмотрены и решены некоторые задачи 
нестационарной фильтрации жидкости в ограниченных 
пластах с помощью методов функции Грина и интеграль-
ных преобразований с конечными пределами, а затем их 
решения упрощены с помощью предположенного здесь же 
метода. 

Рассмотрим следующие случаи. 
 
6.2.1. Полосообразная залежь 
Предположим, что полосообразная нефтяная залежь 

ограничена по простиранию и эксплуатируется системой 
скважин с разными дебитами. Разрабатываемая и вышеле-
жащая залежь, в которой давление считаем постоянным, 
разделяются малопроницаемой перемычкой (рис.6.2). За-
лежь и жидкость считаем однородными по проницаемости и 
вязкости;  подошву пласта – непроницаемой. Режим пласта 
замкнуто – упругий, фильтрация жидкости подчиняется 
закону Дарси. Требуется определить поле давления в про-
дуктивном пласте и количество перетекающей через пере-
мычку жидкости. 

Функция давления будет удовлетворять следующему 
дифференциальному уравнению [34] (см. стр. 184): 
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Рис. 6.2.  Схема залежи со слабопроницаемой 
перемычкой
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Граничное и начальное условия задачи имеют вид: 
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Предполагая, что функция  ),,(P τηξ   разлагается в ряд 
Фурье, применяя к уравнению (6.14) и условиям (6.15) 
конечное интегральное косинус преобразование Фурье по 
переменным ηξ , , решение задачи получаем в виде: 
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Отметим, что формула (6.16) для практического ис-

пользования неудобна. Это объясняется тем, что ряды, не 
зависящие от времени и входящие в это решение, сходятся 
очень медленно. 

Для упрощения формулы (6.16) воспользуемся кос-
венным методом суммирования упомянутых медленно 
сходящихся рядов. С этой целью подберем такую вспомо-
гательную стационарную задачу, решение которой будет 
соответствовать не зависящим от времени членам, входя-
щим в формулу (6.16). 

Функция ),(P ηξ  должна удовлетворять дифференци-
альному уравнению 
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и граничным условиям (6.15). 
Применяя метод функции Грина к задаче (6.17),  

(6.15),  будем иметь: 
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 Формула (6.18) и члены, не зависящие от времени, 

входящие в (6.16), являются решением одной и той же 
стационарной задачи. Тогда с учетом (6.16) и (6.18)  полу-
чим формулу для определения поля давлений в следующем 
виде: 
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В частности, если пласт разрабатывается прямо-
линейной цепочкой скважин с равными дебитами, распо-
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Как показали проверочные расчеты, ряды, входящие в 

формулу (6.20), содержащие экспоненты, быстро сходятся 
даже при малых значениях τ. Доказано, что последним 
двойным рядом можно пренебречь ввиду его малости по 
сравнению с суммой остальных слагаемых. Первый ряд в 
формуле (6.20) представляет собой тригонометрический ряд 
Фурье. Для получения суммы этого ряда с погрешностью, 
не превосходящей I%, в нем достаточно удержать лишь 
первые четыре члена. 

Отметим, что, в частности из полученных формул при 
τ→ ∞, ε≠0 и ε=0 , τ≠∞ соответственно получаются формулы 
для определения поля давлений для стационарного случая и 
в условиях замкнуто – упругого режима. 

 
6.2.2. Круговая залежь 
Теперь рассмотрим  вышеприведенную задачу в слу-

чае, когда разрабатываемый пласт имеет круговую форму. В 
этом случае пластовое давление удовлетворяет следующему 
дифференциальному уравнению и условиям: 
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Rк – радиус кругового непроницаемого контура. 
Аналогично предыдущему случаю применением мето-

да функции Грина и конечных интегральных преобразова-
ний к задаче (6.21) – (6.22) для определения поля давлений 
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nmλ - неотрицательные корни уравнения  

                      
                                    ,)(` 0=nmnJ λ                                (6.24) 

С=0,5772-число Эйлера. 
Формула (6.23) получена при малых значениях аргу-

мента функции Бесселя I(x) , K(x). 
Отметим, что корни уравнения (6.24) nmλ  при больших 

значениях N оказываются достаточно большими. Поэтому 
ряды, входящие в (6.23) и содержащие экспоненты, очень 
быстро сходятся. С учетом вышесказанного из (6.23) 
при 0,0 =+= ϕρρρ с   находим перепад давления в сква-
жине в виде: 
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где onλ - определяются из уравнения 
 
          kcckoonn RRRRJ /,/,)(` === ρρλ δ0  
 

В заключение отметим, что при помощи вышеуказан-
ного приема можно решить различные нестационарные за-
дачи подземной гидродинамики. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В настоящей монографии приводятся теоретические 
исследования в области моделирования фильтрационных 
процессов флюидов в залежах, подвергающихся различным 
напряженно-деформационным состояниям, проведенные ав-
торами в течение нескольких лет. 

На основании этих исследований: 
- построена математическая модель динамики разви-

тия дилатансионно-пластической зоны, вокруг действую-
щей центральной скважины, получены аналитические выра-
жения для гидрогазодинамических параметров пласта и 
пластового давления, определена интенсивность выноса 
разрушенной породы в зависимости от механических харак-
теристик пласта и дебита скважины; 

- получено автомодельное решение задачи при лока-
лизации пластической зоны в окрестностях забоя скважины. 
На конкретном примере показано, что основными фактора-
ми, влияющими на интенсивность выноса песка, являются 
глубина залегания, уплотненность и состояние поверхности 
забоя, депрессия в пласте, пластовое давление, ухудшение 
проницаемости и дебит скважины при нестационарном ре-
жиме фильтрации флюидов; 

- создана методика для определения  гидрогазодинами-
ческих параметров пласта и распределение давления в ди-
латансионно-пластической зоне вокруг действующей сква-
жины при фильтрации жидкости и газа в деформируемых 
пластах; 

- сформулированы и при помощи точных аналитичес-
ких методов решены задачи о нестационарной фильтрации 
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жидкости к совершенных и несовершенным скважинам  в 
однородных, однородно-анизотропных и кусочно-однород-
ных по проницаемости пластах, коллекторы которых наход-
ятся в напряженно-деформационных состояниях различного 
характера. 

 Данная проблема настолько сложна и многогранна, 
и, несмотря на то, что многие исследователи, в том числе и 
авторы настоящей монографии, занимались и занимаются 
ею на протяжении длительного времени, считать ее исчер-
панной нельзя. 

 Большой интерес вызывают в последние годы задачи  
по адаптации гидродинамических моделей залежей с ис-
пользованием промысловых данных по скважинам, значи-
тельно повышающих точность расчетных прогнозных пока-
зателей. 
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